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o o
> Dla przedziatéw A = (—3,2) i B = (1,4) wyznacz AU B, AN B, A\B, B\A4,
A, B.

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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13 kwiecien
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Dla przedziatéw A = (—3,2) i B = (1,4) wyznacz AUB, AN B, A\B, B\A, A', B'.

Zaznaczamy przedziaty na osi liczbowej i odczytujemy rozwiazanie:

suma: AUB = (-3,4)
czeé¢ wspélna: AN B = (1,2)
réznica: A\B = (-3,1)
réznica: B\A = (2,4)

dopetnienie: A = (-0 ,
dopetnienie: B' = (—00,1) U (4,0)
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Przedziaty liczbowe
Przyktady:
(2,5) Przedziat obustronnie domkniety, zawiera liczby od 2 do 5.
I e G
2 5
spis tresci (2,5) Przedziat obustronnie otwarty, zawiera liczby od 2 do 5, bez 2 i 5.
symbole
zgto$ btad 2 5
(2,5) Przedziat lewostronnie domkniety, zawiera liczby od 2 do 5,
13 kwiecien bez 5.
2 5
(2,5) Przedziat prawostronnie domkniety, zawiera liczby od 2 do 5,
bez 2.
— 5%
2 5
Nawiasy przy oo zawsze okragte
(2,00) Przedziat lewostronnie domkniety, zawiera liczby wigksze
lub réwne 2.
JE—
2
(—oo, 5)  Przedziat prawostronnie otwarty, zawiera liczby mniejsze od 5.
[
)
matma235@02.pl
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MATEMATYKA
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Dziatania na przedziatach

suma: AUB
Suma przedziatéw A i B to przedziat zawierajacy wszystkie liczby z przedziatéw A i B.

Przyktad: B

A=(1,3) B=(2,4 AuUB=(1,4) _(A—_,_,

czeéé wspdlna (iloczyn): AN B

Czeé¢ wspélna przedziatéw A i B to przedziat zawierajacy liczby wspélne dla przedziatéw A

i B.

Przyktad: A B
A=(1,3) B=(2,4) ANB=(2,3)

Réznica : A\B
Réznica przedziatéw A i B to przedziat zawierajacy liczby nalezace do przedziatu A, ale nie
nalezace do przedziatu B.

Przyktad: B
A=(1,3) B=(24) A\B=(1,2)

Dopetnienie: A’
Dopetnienie przedziatu A to przedziat lub suma przedziatéw zawierajaca liczby, ktére nie
naleza do przedziatu A.

Przyktad:
A
A/

A=(13) A'=(-00,1)U(3,00) —— ey
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N > e

Rozwiaz réwnania:
>zl =3 >lr+1 =2 >l —3=0
>le+4=-5 >/(x+5)2=4

Réwnania i nieréwnosci z wartoscig bezwzgledna

spis tresci

bol
SYTIO‘: Rozwiaz nieréwnosci:
zgto$ btad >lr] <3 >lz—4 <2 > 8 — 2z < 4

13 kwiecien >lz| >2 > |22 —6]>4

matma235@02.pl
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Rozwiaz réwnanie:

|z =3

Wartos¢ bezwzgledna z —3 i 3 jest réwna 3, a wiec:

z=-3

lub =3
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Rozwiaz réwnanie:

e+ 1| =2

Wartos$¢ bezwzgledna z —2 i 2 jest réwna 2, a wiec:

z+1=-2 lub z4+1=2
z=-3 z=1
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Rozwiaz réwnanie:

|z —3| =0

Wartosé bezwzgledna tylko z 0 jest réwna 0, a wiec:

zr—3=0
% =g
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Rozwiaz réwnanie:

Wartos¢ bezwzgledna nie moze by¢ ujemna, a wiec réwnanie nie ma

rozwiazania.

|z +4| = -5
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\ Rozwiaz réwnanie:

VEFRR =4

Zgodnie ze wzorem V2 = || mozemy napisa¢ \/(z + 5)% = |z + 5.

spis tresci
symbole |z +5]=4
zgtos btad
Wartoéé bezwzgledna z —4 i 4 jest réwna 4, a wiec:

13 kwiecien

r+5=—4 lub xz+5=4
T =-9 3= =Il

matma235@02.pl
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\ Warto$¢ bezwzgledna

Wartos$¢ bezwzgledna z dowolnej liczby jest dodatnia lub réwna zero.

x r >
A={Z, BiZo =V

—x gdyx <0

spis tresci
Przyktady:

4=4  |-4=1 =0
~8/=5 4=}

symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Rozwiaz nieréwnos¢:

|z| < 3

Nieréwnos¢ z wartoscia bezwzgledng mozna zastapié¢ uktadem nieréwnosci bez wartosci bez-

spis tresci wzgledne;j.
symbole <3 i z>-3
zgtos btad

0 .
-3 3

Rozwigzaniem jest cze$¢ wspélna przedziatéw:

13 kwiecien

x € (-3,3)

matma235@02.pl
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Rozwiaz nieréwnos¢:

|z —4] <2

Nieréwnos¢ z wartoscia bezwzgledng mozna zastgpié¢ uktadem nieréwnosci bez wartosci bez-

spis tresci wzgledne;j.

syl e r—4<2 i z—4>-2

zgto$ btad r<2+4 z>-2+4
<6 x>2

13 kwiecien

— N

2 6

Rozwiagzaniem jest cze$¢ wspdlna przedziatéw:

x € (2,06)

matma235@02.pl
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Rozwiaz nieréwnos¢:

18 — 22| < 4

Nieréwnos¢ z wartoscia bezwzgledng mozna zastapié¢ uktadem nieréwnosci bez wartosci bez-

spis tresci wzgledne;j. _
symbole 8 —2x <4 i 8—2x > -4
zgto$ btad —2r <4-8 —2r > —4-8

—2z < —4/:(-2) 2z > —12/: (-2)

13 kwiecien T =2 <6

sy N
2 6

Rozwiagzaniem jest cze$¢ wspdlna przedziatéw:

x € (2,6)

matma235@02.pl
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Rozwiaz nieréwnos¢:

|z| > 2

Nieréwnos¢ z wartoscia bezwzgledng mozna zastapié¢ uktadem nieréwnosci bez wartosci bez-

spis tresci wzgledne;j.
symbole r>2 lub z< -2
zgtos btad

%5 —5—

13 kwiecien D) 2

Rozwigzaniem jest suma przedziatéw:

x € (—o00,—2) U (2,00)

matma235@02.pl
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Rozwiaz nieréwnos¢:

|22 — 6] >4

Nieréwnos¢ z wartoscia bezwzgledng mozna zastgpié¢ uktadem nieréwnosci bez wartosci bez-

spis tresci wzgledne;j.
symbole 20 —6>4 lub 2z -6< -4
zgto$ btad 20 >4+6 20 < —4+6

20 >10/:2 20<2/:2
13 kwiecien xr>5 <1
—— ey
1 5

Rozwigzaniem jest suma przedziatéw:

z € (—o0,1) U (5,00)

matma235@02.pl
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\ Definicja funkgji

Funkcja f : X — Y to przyporzadkowanie, ktére kazdemu elementowi zbioru X przypo-
rzadkowuje dokfadnie jeden element ze zbioru Y.

x - argumenty (liczby nalezace do X)
y - wartosci (liczby nalezace do Y')

spis tresci
symbole Funkcje przedstawiamy najczesciej za pomoca wzoru lub wykresu.

zgtos btad Mozliwe zapisy wzoru funkcji:

13 kwiecien

matma235@02.pl
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Dziedzina funkgji

Dziedzina funkcji to zbiér zawierajacy wszystkie liczby, ktére mozemy podstawi¢ do wzoru
funkcji. Mozemy ja tez odczytac z wykresu funkcji.

Oznaczenia: D Dy X

spis tresci
symbole Przyktady:

zgtos btad y=+/ D =(0,00), poniewaz nie mozna pierwiastkowa¢ liczb ujemnych.

13 kwiecief y=1 D = R\ {0}, poniewaz nie mozna dzieli¢ przez 0 (2 = 1: x).
Y

_.2/ 5T

matma235@02.pl
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x € (0, 00)
R
x € R\{0}

Symbole matematyczne

x nalezy do przedziatu (0, c0)
liczby rzeczywiste, czyli wszystkie jakie znasz
x nalezy do liczb rzeczywistych oprécz 0.
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Zbi6r wartosci (przeciwdziedzina)

Zbidr wartosci to zbidr zawierajacy wszystkie liczby, ktére mozemy otrzymaé ze wzoru funkgji.
Mozemy go tez odczytac z wykresu funkcji.

Oznaczenia: D~ Y Wy

spis tresci
symbole Przyktady:
zgto$ btad y =z D=ty € (0,00), poniewaz podnoszac do kwadratu

otrzymujemy liczby nieujemne.
13 kwiecien

y=xz+1 D 'l:yeR, poniewaz mozemy otrzyma¢ dowolng liczbe
wstawiajac odpowiednig za .
Y
-
%’1} D : Yy e <—2,4)
-2

matma235@02.pl
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Miejsce zerowe

Miejsce zerowe to liczba, ktéra podstawiona do wzoru funkgcji daje wartos¢ réwna 0. Miejsce
zerowe mozemy tez odczytac z wykresu funkgji.

Przyktady:

spis tresci y=x+2 ro = —2, poniewaz podstawiajac —2 za x otrzymujemy 0.

syilbet y=2x—6 x9p=3, poniewaz podstawiajac 3 za x otrzymujemy 0.

zgtos btad

\ Y
13 kwiecien
/OA o = ].
o//l ’

matma235@02.pl
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\ Monotoniczno$é
Monotonicznonos$é oznacza najczesciej, ze funkcja jest rosnaca, malejaca lub stata.

Przyktady: 2V

f®2)

Funkcja _ Definicja
rosnaca: 2 4 22T  Dla kazdego x1 < xo: f(x1) < f(z2)
/f(xl)

spis tresci

symbole
zgtos btad

13 kwiecien

aY
\\f (1)
Funkcja " _ Definicja
malejaca: 2 2o © Dla kazdego x1 < w2: f(x1) > f(x2)
Fla2)
Y4
€
Funkcja _ Definicja
stafa: r  Dla kazdego z: f(z) =c¢
matma235@02.pl
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zgtos btad

13 kwiecien
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Réznowartos$ciowosé

Funkcja jest réznowartosciowa, jezeli nie ma takich dwéch liczb, dla ktérych wartosé¢ funkgji
wynosi tyle samo.

Przyktady:

funkcja réznowartosciowa
L/ i

Y

1 . . . y Yo . .

+ funkcja nie jest réznowartosciowa, poniewaz
_4\_/ 3 T dla —4 i 3 warto$¢ wynosi tyle samo.
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\ Wzory, definicje, twierdzenia:

Podstawy
Funkcja kwadratowa
Wielomiany

Funkcje wymierne

Funkcja wykfadnicza
Logarytmy

Ciagi i ich granice

Granica i pochodna funkgji

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecief Trygonometria

matma235@02.pl
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\ Jezeli czcionka wydaje ci sie zbyt duza, zmien rozmiar okna. Kliknij w prawym gérnym rogu
i wskaznikiem myszki przeciagnij prawy dolny rég. Wraz z rozmiarem okna zmienisz rozmiar
tekstu.

kot feador _ex
Ele EA Yow Docivert Dok gndoe ser |

= =]

spis tresci

R o e

symbole

Sais treici

zgtos btad

» Fodstawy » Trpgonamezia
o Funkela | je] wiaanokel » Planimetia

» Funkcja kwadratons

» Wiakmiacey » Matura

13 kwiecien
P Np—

® Funkes wyhladnlcas
® Logaryimy
# Cigg | ich granica

® Graniea | pachadna funke

amiana ez e chna

Ton ebxaol o £ 7 stprenin 2l
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R ARG wopyright
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Parzystos$¢ i nieparzystosé

Funkcja jest parzysta, jezeli dla dowolnych liczb przeciwnych warto$¢ funkcji wynosi tyle
samo. Lewa strona wykresu jest odbiciem prawej.

spis tresci Y
symbole
zgtos btad \ 2 /
Funkcja parzysta, poniewaz dla liczb przeciwnych

13 kwiecien

-3\j3 v (np —3, 3) wartos¢ wynosi tyle samo.

Funkcja jest nieparzysta, jezeli dla dowolnych liczb przeciwnych wartosci funkcji sg tez prze-
ciwne. Lewa strona wykresu jest odwréconym odbiciem prawe;j.

Funkcja nieparzysta, poniewaz dla liczb przeciwnych
(np —5, 5) wartosci tez s3 przeciwne.

matma235@02.pl

dalej
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zgtos btad

13 kwiecien
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Funkcja nie jest ani parzysta, ani nieparzysta.
Tak jest z wiekszoscia funkgji.
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Okresowos¢ funkgji

Funkcja jest okresowa, jezeli jej wykres da sie podzieli¢ na nieskoiczenie wiele identycznych
czesci.

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

Okres funkgji - dtugos¢ jednej czesci na jakie zostat podzielony wykres.

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

Dla powyzszych funkgji okresl dziedzine, zbiér wartosci, miejsca zerowe, monotonicznos¢,
réznowartosciowo$¢, parzystosé, okresowo$c.

matma235@02.pl
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\ Znajdz dziedzine funkcji.

f(z)=vV3x+9

Rozwiazanie:
Wyznaczamy dziedzine wiedzac, ze liczb ujemnych nie mozemy pierwiastkowacé.

spis tresci 3z+92>20
symbole 3r>-9/:3
zgto$ btad > -3

13 kwiecien

Odp. D = (—3,00)

matma235@02.pl
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\ Znajdz dziedzine funkcji.

flz)=v4—2x

Rozwiazanie:
Wyznaczamy dziedzine wiedzac, ze liczb ujemnych nie mozemy pierwiastkowacé.

spis tresci 4—-2x>0
symbole —2r > —4 / : (—2)
zgtos btad <2

13 kwiecien

Odp. D = (0, 2)

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Znajdz dziedzine funkcji.

Rozwiazanie:
dziedzina funkgji

Mianownik nie moze by¢ réwny 0, poniewaz nie wolno dzieli¢ przez 0.

20+6=0
20=—-6/:2
r=-3

0dp. D = R\{-3}
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Znajdz dziedzine funkcji.

Rozwigzanie:
dziedzina funkgji
Mianownik nie moze by¢ réwny 0, poniewaz nie wolno dzieli¢ przez 0.
z(x+3)=0
z=0 Ilub x+3=0

r=-3
Odp. D = R\{0, -3}
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Rozwigzanie:

dziedzina

zbi6r wartosci
miejsce zerowe
monotoniczno$¢

réznowartosciowo$é
parzystosé
okresowos¢

D=R

D7!: y€ (~o0,3)

To ~ -3 lub g ~ 1,5

funkcja jest przedziatami monotoniczna
rosnaca dla & € (—o0, —1)

malejaca dla z € (—1, —00)

funkcja nie jest réznowartos$ciowa

funkcja nie jest ani parzysta ani nieparzysta
funkcja nie jest okresowa
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwigzanie:

dziedzina

zbi6r wartosci
miejsce zerowe
monotoniczno$¢

réznowartosciowos$é
parzystosé
okresowosé

D=(-3,4)
D71 ye(—4,3)
110:—2 Iubm0=3

funkcja jest przedziatami monotoniczna
malejaca dla = € (—3,—1)

stata dla z € (—1,1)

rosnaca dla = € (1,4)

funkcja nie jest réznowartosciowa

funkcja nie jest ani parzysta ani nieparzysta
funkcja nie jest okresowa
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwigzanie:

dziedzina

zbi6r wartosci
miejsce zerowe
monotoniczno$¢

réznowartosciowos$é
parzystosé
okresowosé

D = ({-3,)

D71: ye (—4,00)

o~ —2,1lubxyg=0Iubxy~21
funkcja jest przedziatami monotoniczna
rosnaca dla x € (—3,—1)

malejaca dla x € (—1,1)

rosnaca dla z € (1, 00)

funkcja nie jest réznowartosciowa

funkcja nie jest ani parzysta ani nieparzysta
funkcja nie jest okresowa
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Funkcja liniowa

Funkcja liniowa to funkcja dana wzorem

a — wspdtczynnik kierunkowy

y=ax+b

b — wspétrzedna punktu przeciecia z osig OY

Wykres funkcji liniowe;:

7
»
) 3
&
7

V/
«»/
a>0

rosnaca

malejaca

aY
y=2
o 7 ©
1 %
a=20
stata
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Y
o/ W1
%
By
/
Y /
o
/

Proste rownolegte i prostopadte

Proste rownolegte maja
ten sam wspdtczynnik kierunkowy.

Proste prostopadte maja
wspotczynniki kierunkowe spetniajace wzér:

a)-ay =—1

np.—Q-%:—l
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DI

> Dla funkcji

y=3r—2

Spis tresc narysuj wykres, podaj dziedzine, zbiér wartosci, miejsce zerowe, monotonicznos¢.

symbole
> Znajdz réwnanie funkgji, ktérej wykres jest réwnolegty do y = 2x + 4 i prze—

zgtos btad
€ ? chodzi przez punkt A(3,7).

13 kwiecien

> Znajdz réwnanie funkgji, ktérej wykres jest prostopadty do y = 3x — 2 i prze-
chodzi przez punkt A(6, 3).

matma235@02.pl

J
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\ Dla funkgji
y=3T—2
narysuj wykres, podaj dziedzing, zbiér wartosci, miejsce zerowe, monotonicznos¢.

Rozwiazanie:
Dla wybranych dowolnie © np. —1,0,1 liczymy y:

xr=-1y=3-(-1)-2=-3-2=-5

spis tresci

symt,>o|e =0 y=3.0—-2=-2 $|_1| 0|1
zgto$ btad z=1 y=3-1-2=1 y|75|72|1

13 kwiecien aY
/1 "
/)
/—5
dziedzina D=R
zbiér wartoéci D'=R

Miejsce zerowe liczymy wstawiajac 0 za .

0=3z—2
—3x=-2/ :(-3)
2
o — §
matma235@o2. pl monotoniczno$¢ funkcja jest rosnaca

J
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\ Znajdz réwnanie funkcji, ktérej wykres jest réwnolegty do y = 2x + 4 i przechodzi przez
punkt A(3,7).

Rozwiazanie:

y=axr+b

Musimy znalez¢ a i b.
a = 2, poniewaz szukana funkcja jest réwnolegta do y = 22 + 4.

spis tresci
symbole
zgto$ btad y=2x+0b

13 kwiecien Wstawiajac do réwnania wspétrzedne A(3,7) znajdujemy b.

7T=2-34+b
T—6=0
b=1

Odp. y = 2z + 1

matma235@02.pl
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\ Znajdz réwnanie funkgji, ktérej wykres jest prostopadty do y = 3x — 2 i przechodzi przez
punkt A(6,3).
Rozwiazanie:

y=axr+b

Musimy znalez¢ a i b.
Wspétczynnik kierunkowy a liczymy ze wzoru.

spis tresci
symbole

zgtos btad ay - as= —1

3-a=-1/ :3
13 kwiecien 1
a:—g
1
y=—3T+b

Wstawiajac do réwnania wspétrzedne punktu A(6, 3) znajdujemy b.

1
3= 5 6+b
3=—2+4b

342=1
b=5

Odp. y = —%x+5

matma235@02.pl

J
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Rysowanie wektoréw
Wektor rysujemy w postaci strzatki.
w = [a, b]
spis tresci Rysowanie wektora:
symbole Zaznaczamy poczatek w dowolnym miejscu. Na podstawi wspétrzednych [a, b] znajdujemy
2gto$ bfad koniec.
Przyktady:
13 kwiecien
[2,3] / 2 w prawo 3 do gory
[3,1] . 3 w prawo 1 do géry
[-2,1] A 2 w lewo 1 do géry
[3,—2] \ 3 w prawo 2 do dotu
[0,2] T 2 do gory
matma235@02.pl [-3,0] -«— 3 w lewo
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\ Przesuwanie wykresu funkcji
Wykres funkgcji
flx—a)+b

otrzymujemy przez narysowanie funkcji f(2) i przesunieciu jej o wektor [a, b|.

spis tresci Przyktady:

symbole y=|x—3|+2 rysujemy y = |x| i przesuwamy o wektor [3, 2]

zgtos$ biad y=(z—2)%-4 y = a2 2, —4]
y=(z+1)>+2 y = a° [-1,2

13 kwiecien y=(r+5)2%-3 y = x2 =, =]
y=22+1 y=a? [0,1]
y:(x_2)2 y:;g? [)0]
Y= gaz—1 y=2 [-3,-1]

Pierwsza wspétrzedna wektora ma przeciwny znak niz liczba przy x, druga wspdtrzedna ma
znak taki sam jak liczba na koncu.

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Narysuj wykres funkgji:

py=(r—2)2+1
>y=|r—3+2

by =(z+4)3
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Narysuj wykres funkgji:
y=(r—2)%2+1

Rozwigzanie:
Wykres y = (x — 2)2 + 1 otrzymujemy przez przesuniecie y = 2 o wektor [2,1].

spis tresci

symbole y=2x
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Narysuj wykres funkgji:
y = (z+4)3

Rozwigzanie:
Wykres y = (x + 4)3 otrzymujemy przez przesuniecie y = 2% o wektor [—4, 0].
el2]a1]o]1 |2
y=2*8]-1]0]1 |8
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Narysuj wykres funkgji:

Rozwiazanie:
Wykres y = z-li-l —2 otrzymujemy przez przesuniecie Yy =

1

x

o wektor [—1, —2].

spis tresci

symbole ~T|'2|-1|-%| %|1|2
zgto$ biad y:%l_%|_1|_2| 2|1 |%
13 kwiecien

Y

matma235@02.pl
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Narysuj wykres funkgji:
y=|z—3]+2

Rozwigzanie:
Wykres y = |& — 3| + 2 otrzymujemy przez przesuniecie y = || o wektor [3, 2].

spis tresci a5 |—2 | -1 | 0 | 1 | 2
symbole y= |CU|| 2 | 1 | 0 | 1 | 2
zgtos btad

13 kwiecien Y

matma235@02.pl
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Réwnanie kwadratowe

ar’ +br+c=0 a#0

Najpierw liczymy A (delta).

. A = b? — 4ac
SpIs tresci
symbole Pierwiastki réwnania kwadratowego liczymy w zaleznosci od znaku delty.
zgtos btad
13 kwiedie A >0 dwa pierwiastki T = —b-va Ty = —b+va
wiecien 2, 2
A=0 jeden pierwiastek T = ;b
2a

A <O nie ma pierwiastkéw

Pierwiastki réwnania az® + bx + ¢ = 0 s3 miejscami zerowymi funkcji kwadratowej Yy =
ax? + bz + c.

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Wzbéry:
(a+b)% = a® + 2ab + b2

(a —b)? = a® — 2ab + b?

(a—b)(a+Db) = a®—b?

(a+b)3 = a3+ 3a%b+ 3ab® + b3

(a—0b)3 = a® - 3ab + 3ab® — b°

a’ + b3 =

a® — b3 =

(a +b)(a® — ab + b?)

(a —b)(a® + ab + b?)

Wzory skréconego mnozenia

Przyktady:
(x + 3)?

(3z — 4)2
3z —2)(3 ZL’ 2)=
:c — 9=
2 — 5=

(r +2)3

(22 —1)3=

x3 — 5=

:$2+2$3+32:
=22 +6z+9

=(Bx)2—-2-3x-4+42=
=922 — 242 + 16

(3x)% — 22 =922 — 4

(z—3)(x+3)
(z = V5)(z + V/5)
=234+3.2%2.2+3.2-224+23 =

=234+ 622+ 122+ 8

(22)3 =3 (22)% - 1+
+3-2x-12-13 =
=8z% — 1222 + 6z — 1

22 +27=23+3% =

=(z+3)(2%? -3z +9)

w3_(\3/5)3 _
= (z — V/5)(a? + V53 + V/25)
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A

Rozwiaz réwnania:
px?—-4=0 0>222-16=0 22 +9=0
px?2—-3x=0 > —-222+62=0

spis tresci L, .
Rozwiaz réwnania:

symtjole a2 -4z —5=0 p>224+46x+9=0 oz2+2c+5=0
zgtos btad > —224+3x+4=0 >222+32x—-1=0

13 kwiecien

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwiaz réwnanie:

Rozwiazanie:

22 —4=0
22— 4=

22 =4

r=2 lub z=
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwiaz réwnanie:

Rozwiazanie:

222 — 16 =
222 — 16 =
222 =16/ :2
22 =38
V8 ub z=—8
V4 -2 r=—v4
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwiaz réwnanie:

2 +9=0
Rozwiazanie:
2> +9=0
2 =-9

réwnanie nie ma rozwiazania


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=59
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwiaz réwnanie:

Rozwiazanie:

22 —32=0

z2—3z=0
z(xr—3)=0

lub r—3=0
B=3
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Rozwiaz réwnanie:

Rozwiazanie:

—222 4+ 62 =0
2224+ 62 =0
z(—2z+6)=0

b —2z+6=0
—2z = —6/ : (~2)

R =
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwiaz réwnanie:

2 — 4z —5=0
Rozwiazanie:
z2—4x-5=0
Korzystamy ze wzordéw na pierwiastki rownania kwadratowego.
a=1b=—-4c=-5
A=(-4)2-4-1-(-5)=16+20=36
A=136=6

= = :—:—1
e 2.1 9
(-4 +6 446 10
= — :—:5
2 2.1 9 9
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwiaz réwnanie:

22+ 62+9=0

Rozwiazanie:
z® +624+9=0

Korzystamy ze wzordéw na pierwiastki rownania kwadratowego.

a=1b=6c¢c=9

A=62-4-1-9=36—-36=0

6 _ =6 _

T
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\ Rozwiaz réwnanie:
2 +2x+5=0

Rozwiazanie:

22 4+20+5=0

Korzystamy ze wzordéw na pierwiastki rownania kwadratowego.
symbole a=1b=2c=5
zgto$ btad A=2%2-4.1-5=4-20=-16

réwnanie nie ma pierwiastkéw

spis tresci

13 kwiecien

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Rozwiaz réwnanie:

—224324+4=0
Rozwiazanie:
—224324+4=0
Korzystamy ze wzordéw na pierwiastki rownania kwadratowego.
a=-1b=3c=4
A=32-4.(-1)-4=9+16=25
A=+V25=5

T
TaoC) 2
g T35 _ 2
*Tao.(-1) 2
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\ Rozwiaz réwnanie:
20 +3z-1=0

Rozwiazanie:

202 4+ 3z—1=0

Korzystamy ze wzordéw na pierwiastki rownania kwadratowego.
symbole a=2b=3c=-1
zgto$ biad A=32-4.2.(-1)=9+8=17
VA =17
—3—V1I7 —-3-V17

spis tresci

13 kwiecien

r1 =

B2 4
—34+17 —-3+V17
=T T T 1

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Funkcja kwadratowa

wzory, twierdzenia, definicje

o Réwnanie kwadratowe

e Posta¢ ogdlna, kanoniczna, iloczynowa
o Wykres funkcji kwadratowej

o Nieréwnosci kwadratowe

& praghlady =
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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\ Posta¢ ogdlna, kanoniczna, iloczynowa

Posta¢ ogdlna: przyktady:

y=azx’+br+c y=3x24+5x—2
spis tresci y= 422 + 6x
symbole y=12%+5

zgtos btad
Postac¢ kanoniczna otrzymujemy liczac najpierw delte, a nastepnie p i q.
13 kwiecien

y=alx—p)?+q y=6(x+3)?—-4
y=2(x—5)?
—b —A )
pf% q7_4a y=x“+3

Postac iloczynowa otrzymujemy z postaci ogdlnej po obliczeniu pierwiastkéw. Jej wyglad
zalezy od delty.

A>0 y=a(zx—z1)(x — x9) y=2(x—3)(z+4)
y=z(z+5)
A=0 y=alr — )2 y=(xr—3)?
y = 422

A <O nie istnieje

matma235@02.pl

J
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A

Sprowadz do postaci kanonicznej:
py=a’+4r—3 py=-202+8x obvy=3@x—-1)(z+4)

Sprowadz do postaci iloczynowej:
py=224+2x—-8 py=322—-6 b>y=>5r’—22

spis tresci

symbole
Sprowadz do postaci ogdlnej:

zgtos btad )
py=2x+3)°—-4 py=2(x—-3)(zr+4)

13 kwiecien

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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Sprowadz do postaci kanonicznej:
— -2
y=a" +4z—3
Rozwigzanie:
liczymy delte:
a=1b=4c=-3
A=4%—-4-1-(-3)=16+12=28

Wykorzystujemy wzory na p i q.

—4 —28
P=57="2 =g1=77
Posta¢ kanoniczna: )
y=(z-(-2)"+(-7)
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\ Sprowadz do postaci kanonicznej:

y=—22%+8z
Rozwiazanie:
_ " liczymy delte:
SpIs tresci a=-2b=8¢c=0
symbole
zgto$ biad A=8"—-4.(-2)-0=64—0=64
113 lawileeia? Wykorzystujemy wzory na p i q.
=8 _—8_2 R
P9y " =4~ =12~

Posta¢ kanoniczna:
y=-2x—-2)2+8

matma235@02.pl
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Sprowadz do postaci kanonicznej:
y=3(x—1)(x+4)

Rozwiazanie:

Najpierw sprowadzamy do postaci ogdlne;:

spis tresci

symbole A
3(x—1)(z+4)=3(*+4r —x —4) =3(2* + 3z — 4) = 322 + 9z—12
Y 7

liczymy delte:
a=3b=9c=-12

zgtos btad

13 kwiecien

A=92—-4-3.(—12) =81+ 144 = 225

Wykorzystujemy wzory na p i q.

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Sprowadz do postaci iloczynowej:

Rozwigzanie:
liczymy delte:

a=1b=2c=-8

liczymy pierwiastki.

Postac iloczynowa:

y=z°+22-8

A=22-4.1-(-8)=4+32=36

VA =36 =6
_ —2-6
=57
Il—%
1‘1:—4

e 216
27 o
4
T2=73
To =2
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\ Sprowadz do postaci iloczynowej:
y=3z2-6

Rozwiazanie:
Prosciej jest nie liczy¢ z delty, tylko przeksztatcaé:

y =3(x? —2)

spis tresci
symbole

il e Korzystamy ze wzoru a? — b? = (a — b)(a + b):

y=3(x —V2)(z +V2)

13 kwiecien

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Sprowadz do postaci iloczynowej:

y =5z — 2z

Rozwiazanie:

Prosciej jest nie liczy¢ z delty, tylko przeksztatcaé:

y:5x<

T-5

5
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Sprowadz do postaci ogdlnej:

Rozwiazanie:

y=2(z+3)2—-4

Korzystamy ze wzoru (a + b)? = a® + 2ab + b*:

(2 +2.-2-3+3%)—4
(2 + 62 +9) — 4
z? 4+ 12z + 18 — 4

2
2
2
222 + 122 + 14
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Sprowadz do postaci ogdlnej:
y=2(c - 3)(@+4)

Rozwigzanie:
is treéci S
spis tresci 2z —3)(z+4) =222 +4z— 32— 12) =2(a2 + 2 —12) = 222 + 22 — 24
symbole Ne s

zgtos btad

) B
13 kwiecien y=2z"+2z—24

matma235@02.pl
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Wykres funkcji kwadratowej

Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola.
Potozenie wykresu wzgledem osi x zalezy od delty i a.

y=az®+br+c

spis tresci
symbole

toé blad a>0 a>0 a>0
sl A <O A=0 A>0
_—
13 kwiecien a5 x a5
B —
a<0 . a<0 .
A <O A>0

Wspétrzedne wierzchotka W (p, ¢) paraboli dane sa wzorem:

—b —A

P=% 917 4

Najtatwiej wspotrzedne wierzchotka odczytaé z postaci kanonicznej.

Przyktad:
y=3(z—5)?+4 W (5,4)
y=2xz+3)2-1 W(=3,-1)
matma235@02.pl y= (v +4)? W(—4,0)
/ Yy = z2 -6 W(Oa _6)
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A

Narysuj wykres funkgcji kwadratowej i podaj jej wtasnosci:
py=22—4x+3 py=-222-8—-5 p>y=22—6x+10

Znajdz najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkcji na wskazanym przedziale:
by=a2—4r+5 na przedziale (1,4)
symbole >y = —22 4+ 2x+2na przedziale <—1, 4>
zgto$ bfad >y =a2+4r —2 na przedziale (—1,1)

spis tresci

13 kwiecien

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

100%

E
s
G
a
=

matma235@02.pl

Narysuj wykres funkgji kwadratowe] i podaj jej wtasnosci:
_ .2
y=x"—4r+3

Rozwiazanie:
Sprowadzamy funkcje do postaci kanonicznej: y = (x — 2)271

Rysujemy wykres iy = o2 i przesuwamy go o wektor [2, —1].

1 0 1 2
y=22|4 [ 10| 1]
dziedzina D=R
zbiér wartoéci D! = (~1,00)

o = 1 lub o = 3
funkcja jest przedziatami monotoniczna
malejaca dla z € (—o0, 2)

rosnaca dla © € (2, —0)

wierzchotek W(2,-1)

najmniejsza warto$¢ Ymin = —1 dlaz =2

najwieksza wartos¢ nie istnieje

miejsce zerowe
monotoniczno$é

réznowartosciowosé funkcja nie jest réznowartoSciowa

parzystos¢ funkcja nie jest ani parzysta ani nieparzysta
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

y=z>—4z+3
a=1b=—-4c¢=3

A=(-4)2?-4-1-3=16—-12=4

posta¢ kanoniczna:
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Narysuj wykres funkgji kwadratowe] i podaj jej wtasnosci:
_ 2
V)= =25 — 8B =5
Rozwiazanie:

Sprowadzamy funkcje do postaci kanonicznej: y = —2(x + 2)2 +3
Rysujemy wykres y = —2x2 i przesuwamy go o wektor [—2, 3].

spis tresci
symbole
zgtos btad
13 kwiecien ml —2| —1| 0 | 1 |2
y=-2274 8| 2| o |2 |8

i MATEMATYKA
T: Tuohgg/: dzﬁedzina _ D :1 R
e zbiér wartoéci D' =(-00,3)
@/ miejsce zerowe To ~ —3,2 lub g = —0,8
e monotoniczno$¢ funkcja jest przedziatami monotoniczna
e e rosnaca dla « € (—o0, —2)
ERCER malejaca dla © € (—2, 00)
wierzchotek W(-2,3)
najwieksza wartosé Ymaz = S dla x = —2
najmniejsza wartos¢ nie istnieje
réznowartosciowosé funkcja nie jest réznowartoSciowa

matma235@o2.pl parzystoéé funkcja nie jest ani parzysta ani nieparzysta
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

a=-2b=-8c=-5

postac kanoniczna:

A= (-8)?—4-(—2)-(~5)=64—40 = 24
8 . —24

y=—222—-8x—5

—24
-8

=3
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

100%

E
s
G
a
=

matma235@02.pl

Narysuj wykres funkgji kwadratowe] i podaj jej wtasnosci:
y=xz%—6z+10

Rozwiazanie:
Sprowadzamy funkcje do postaci kanonicznej: y = (z — 3)? + 1

Rysujemy wykres iy = o2 i przesuwamy go o wektor [3,1]. Y

]2 a]ol1]o
y=a2|4 [ 1]0|1]4
@
dziedzina D=R
zbiér wartoéci D=1 = (1,00)
miejsce zerowe nie istnieja

monotoniczno$¢ funkcja jest przedziatami monotoniczna
malejaca dla z € (—o0, 3)

rosnaca dla z € (3, —c0)

wierzchotek W(3,1)

najmniejsza warto$¢ Ymin = L dlax =3

najwieksza wartos¢ nie istnieje

réznowartosciowosé funkcja nie jest réznowartoSciowa

parzystos¢ funkcja nie jest ani parzysta ani nieparzysta
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

posta¢ kanoniczna:

y=z2—6x+10
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Znajdz najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkcji
y=x2—4z+5
na przedziale (1, 4).

Rozwiazanie:

Znajdujemy warto$ci funkcji na krancach przedziatu:

r=1 y=12-4.-145=1-4+5=2 A(1,2)
r=4 y=42-4.-445=16-16+5=5 B(4,5)
znajdujemy wspétrzedne wierzchotka: W (2, 1).

Rysujemy przyblizony wykres funkcji na podstawie punktéw A(1,2) B(4,5) W(2,1).

Y

Z wykresu odczytujemy, ze w przedziale (1, 4):
- najmniejsza warto$¢ Ymin = 1 dla x = 2
- najwieksza warto$¢ Y, = D dla x =4
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

a=1b=—-4c=5

p =S - =

wspdtrzedne wierzchotka:
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Znajdz najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkcji
y=—22+2z+2
na przedziale (—1,4).

Rozwiazanie:

Znajdujemy warto$ci funkcji na krancach przedziatu:

spis tresci z=-1 y=—(-12+2-(-1)+2=-1-2+2=-1 A(-1,-1)
symbole 4B =3 4l y=—-42+2.44+2=-16+8+2=—6 B(4,—6)

zgto$ btad znajdujemy wspétrzedne wierzchotka: W (1, 3).

13 kwiecieh Rysujemy przyblizony wykres funkcji na podstawie punktéw A(—1, —1) B(4, —6) W (1, 3).

--6

Z wykresu odczytujemy, ze w przedziale (—1,4):
- najmniejsza warto$¢ Ymin = —6 dla z =4
- najwieksza warto$¢ Ymar = 3 dla z =1

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

y=—x>+2x+2
a=-1b=2c=2
A=22_4.(-1)-2=4+8=12

-2 —2 —1% -2 _
4-(-1) -4

wspodtrzedne wierzchotka:
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Znajdz najmniejsza i najwieksza warto$¢ funkcji
y=2a%+4z -2
na przedziale (—1,1).

Rozwiazanie:

Znajdujemy warto$ci funkcji na krancach przedziatu:
spis tresci z=-1 y=(-1)2+4-(-1)-2=1-4-2=-5 A(—1,-5)
symbole =l y=124+4.1-2=1+4-2=3 B

zgto$ btad znajdujemy wspétrzedne wierzchotka: W (—2, —6).

Rysujemy przyblizony wykres funkcji na podstawie punktéw A(—1,—5) B(1,3)
W(-2,-6).

13 kwiecien

Z wykresu odczytujemy, ze w przedziale (—1,1):
- najmniejsza warto$¢ Ymin = —0 dla z = —1
matma235@02.pl - najwieksza warto$¢ Ymar = 3 dlaz = 1
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yzcc2+4a:—2

A=42-4.1-(-2)=16+8=24

spis tresci 4 4 Y ey
symbole pzﬂ:7=—2 q:ﬂ:T:_ﬁ
SR wspotrzedne wierzchotka:

13 kwiecien

matma235@02.pl
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Nieréwnosci kwadratowe

Przyktady:

224+32—-5>0 —2224+4x+2<0 z2-52>0 —3z2+4x+2<0
Nieréwnosci kwadratowe rozwigzujemy najczesciej tak:

1. liczymy delte

2. znajdujemy miejsca zerowe, jesli sg

spis tresci

symbole 3. rysujemy parabole przechodzaca przez miejsca zerowe
zgto$ btad dla @ > 0 ramiona w gére
dla @ < 0 ramiona w dét
13 kwiecien 4. zaznaczamy na zielono dla znakéw:
< < cze$¢ wykresu pod osia x
> > cze$¢ wykresu nad osig T
5. dla znakéw
< > zaznaczamy @ w miejscach zerowych
< > zaznaczamy O w miejscach zerowych
6. rysujemy przedziat odpowiadajacy zielonej czesci wykresu
7. zapisujemy rozwigzanie

matma235@02.pl
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\ D
e o o o
Rozwiaz nieréwnosci:
pa?—3r—10<0 p>a2?2—-3z—-10>0 a2 —3x—10>0
>—224+224+3>0 >—-222—24+3<0

is treéci
=P U Rozwiaz nieréwnosci:

symbole a2 —3x>0 b>-222452>0 ba2-7<0
zgtos btad
Rozwiaz nieréwnosci:

13 kwieciefi >322+6x4+10>0 > —-222+8x+8>0 bpa?+2x+5<0

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwiaz nieréwnos¢:
22 -3x-10<0

Rozwiazanie:

nieréwnosci kwadratowe

a=1b=-3c=-10
A=(-3)2—-4-1-(-10)=9+40 =49
A=+49=17

SE3n s

x]_: i = :—2 x2: 2.1

1

<M
t
&V

rozwigzaniem jest przedziat:

2

5
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwiaz nieréwnos¢:
22 -3xz-10>0

Rozwiazanie:

nieréwnosci kwadratowe

a=1b=-3c=-10
A=(-3)2—-4-1-(-10)=9+40 =49
A=+49=17

SE3n s

x]_: i = :—2 x2: 2.1

rozwigzaniem jest suma dwodch przedziatéw:
z € (—00,—2) U (5,00)

2

5
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwiaz nieréwnos¢:
22 -3x-10>0

Rozwiazanie:

nieréwnosci kwadratowe

a=1b=-3c=-10
A=(-3)2—-4-1-(-10)=9+40 =49
A=+49=17

—(=3)-7 3-7 —(=3)+7 347 _
2 2.1 5~ 2 ) 2.1 2
-2 5 T

rozwigzaniem jest suma dwodch przedziatéw:
z € (—o00,—2) U (5, 00)
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwiaz nieréwnos¢:
-2 +22+3>0
Rozwiazanie:

nierébwnosci kwadratowe

a=-1b=2c¢c=3

A=(2?-4-(-1)-3=4+12=16
VA =16 =4
—2-4_—6_, _ 2442
Ty T 2T T EN

rozwigzaniem jest przedziat:
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwiaz nieréwnos¢:
—2r2 —x+3<0
Rozwiazanie:

nierébwnosci kwadratowe

a=-2b=—-1c=3

A=(-1)2-4-(-2)-3=14+24=25
YA = T = &
_(_1)_5_1—5_—4_1 -(-1)+5 6 3
=T (2 T o4 T ST T a2 T a2

3

rozwigzaniem jest suma dwoch przedziatéw:

T € (—oo, —%) U (1,00)
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Rozwiaz nieréwnos¢:
22 -3z >0

Rozwiazanie:
nierébwnosci kwadratowe

zamiast liczy¢ delte prosciej jest policzy¢ pierwiastki w ten sposéb:

spis tresci
symbole z2 -3z >0
zgto$ btad z(x—3)>0
13 kwiecief z1 =0 lub r—3=0

LL’QZ?)

rozwigzaniem jest suma dwoch przedziatéw:

x € (—00,0) U (3, 00)

matma235@02.pl
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Rozwiaz nieréwnos¢:
—22% + 52 >0

Rozwiazanie:
nierébwnosci kwadratowe

zamiast liczy¢ delte prosciej jest policzy¢ pierwiastki w ten sposéb:

spis tresci
symbole —222 4+ 52 > 0

zgtos btad 5)
& ? —2 <x2—§x> >0

13 kwiecien

5
—2 - = 0
:r(x 2>>
z1=0 Wb z—-3=0
T =2 =2+
2= 73 2

rozwigzaniem jest przedziat:

matma235@02.pl

J
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Rozwiaz nieréwnos¢:
2 —-7<0

Rozwiazanie:
nierébwnosci kwadratowe

zamiast liczy¢ delte prosciej jest policzy¢ pierwiastki korzystajgc ze wzoru

a2 —b% = (a—b)(a+b):

spis tresci
symbole
zgto$ btad 2 —-7<0

(x—VT)(z+V7) <0

13 kwiecien

z—+\7=0 ub z4+V7=0
2712\/7 To= —\/7

_\/7\/\/7 7

z € (—VT,V7)

rozwigzaniem jest przedziat:

matma235@02.pl
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Rozwiaz nieréwnos¢:
322 +62+10> 0
Rozwiazanie:

nierébwnosci kwadratowe

a=3b=6¢=10

spis tresci
symbole A=62—4-3-10=36—120=—84
zgtos btad
A < 0, a wiec nie ma miejsc zerowych.
13 kwiecien

&V

wszystkie liczby spetniaja ta nieréwnosé

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwiaz nieréwnos¢:
—222 +8-8>0

Rozwiazanie:
nierébwnosci kwadratowe

a=-2b=8c=-8

DO

HV

rozwigzanie:
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Rozwiaz nieréwnos¢:
2 4+2x+5<0
Rozwiazanie:

nierébwnosci kwadratowe

a=1b=2c¢c=5

A=22-4.1-5=4-20=-16

spis tresci
symbole

2gtoé blad A < 0, a wiec nie ma miejsc zerowych.

13 kwiecien

&V

nie ma liczb spetniajacych ta nieréwnosé

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Przyktady:
y=x°— 223 + 5z +4
y =223 + 422 — 2
y=22-3z+5

Yy =dxr — 2

y=2_8

Wielomiany

wielomian stopnia 5
wielomian stopnia 3
wielomian stopnia 2
wielomian stopnia 1
wielomian stopnia 0
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\ Dzielenie wielomianéw

Z dzieleniem wielomianéw jest tak samo, jak z dzieleniem liczb:

6:3 =2 poniewaz 2-3 =06

(2% — 822 4+ 152 — 8) : (x — 1) = 22 — Tz + 8 poniewaz

(22 —-Tz+8)(z—-1)=23—2> -T2 +7r + 8z —8=123—822 + 152 -8

spis tresci
symbole Dzielenie krok po kroku:

zgtos btad
Krok |
(x3—8x2+152—8) : (z — 1) zaczynamy

13 kwiecien

dalej

matma235@02.pl

J



http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=107
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

\ Krok Il

(23 —8x2+152—8) : (z — 1) = 22 dzielimy 22 na
spis tresci
symbole
Zg’(Oé b’(a_d Krok 111
13 kwiecien V/A
(23 —822+15x—8): (z — 1) = 22 mnozymy 22 razy = — 1

—xu wyniki zapisujemy z przeciwnymi
znakami

Krok 1V
(23 —8x2+152—8) : (z — 1) = 22 dodajemy i spisujemy 15
34 g2
= 722415z
dalej

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Krok V

(z3—8224+152x—8) : (x — 1) =22 — Tx dzielimy —72% na
—z3 + x2
= —7z%+15x
Krok VI
(x3—822+152—8) : (x—1) = 2% — Tz mnozymy —7x razy & — 1
= b g wyniki zapisujemy z przeciwnymi
= —T7z2+15x znakami
Tz — Tz
Krok VII
(23 —8x2+152—8) : (z — 1) = 2% — Tz dodajemy i spisujemy —8
3 2
=5~ ar 48
= —72%+15x
7x? — Tz
= 8z—8
dalej
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\ Krok VIII

(23 —822+152—8) : (x — 1) = 2% —7Tx +8  dzielimy 87 na z

—z3 + x2
= —T7z°+152

T2 — Tx
= 8x—8

spis tresci
symbole

zgtos btad
. ? Krok IX

13 kwiecien

(23 —822+150—8) : (x — 1) = 2% —7r +8  mnozymy 8 razy  — 1

—z3 + 22 wyniki zapisujemy z przeciwnymi
= —7z2+15x znakami
Tx? — Tx
= 8r—8
—8x+8
Krok X

(23 —82%4+152—8) : (r — 1) =22 — Tz +8  dodajemy

—z3 + 22 nie otrzymalismy reszty
= —T7x?+15x
7r2 — Tz
= 8z —8

—8z+8
matma235@02.pl = =
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\ Wielomiany

wzory, twierdzenia, definicje
wielomiany

pierwiastek wielomianu
dzielenie wielomianéw

rozktad wielomianu na czynniki

spis tresci
symbole tw!erjzen!e Bez.out. - . i
, twierdzenie o plerwiastkach wymiernyc
2gtoé blad SOl o
krotno$¢ pierwiastka wielomianu

L nieréwno$¢ wielomianowa
13 kwiecien

& praghlady =

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Wykonaj dzielenie:

> (22 + 2% — 222 — 40) : (x — 5)
> (623 — 1922 + 13z — 2) : (32 — 2)

> (223 — 522 + 8z — 3) : (2x — 1)
> (z* — 523 + 1022 — 152+ 9) : (z — 3)
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Wykonaj dzielenie:
(23 4+ 22 — 222 — 40) : (z — 5)

Rozwiazanie:
dzielenie wielomianéw

(3 + 22-222—40) : (x —5) =22 + 62 + 8
—z34522
= 622—-222
—6224+302
= 8xr—40
—8x+440
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Wykonaj dzielenie:
(223 — 522 +8z —3): (2 — 1)

Rozwiazanie:
dzielenie wielomianéw

(223 —-5224+82-3): (22— 1) =22 -2z +3
—2z% 422
= —4z%48z
4722z
= 6x—3
—6x+3
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Wykonaj dzielenie:
(623 — 192% + 132 — 2) : (3x — 2)

Rozwiazanie:
dzielenie wielomianéw

(623-1922+132-2) : (3z — 2) =222 — 5z + 1
—62% + 422
= —152%2+13z
1522 —10z
= 3r—2
—3x+2


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=116
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

Wykonaj dzielenie:
(z* — 523 + 1022 — 152 + 9) : (z — 3)

Rozwiazanie:
dzielenie wielomianéw

spis tresci
symbole (z%—5234+1022—152+9) : (z —3) =23 — 222 + 42— 3
zgto$ bad —z?+32%

= —223410z2
13 kwiecief —223 — 622
= 422 —152
— 42?4122
= —32+9

3x—9

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozktad wielomianu na czynniki

Rozwiazujac réwnanie wielomianowe lub nieréwno$¢ wielomianowa rozktadamy wielomian na
iloczyn czynnikéw, do ktérych zaliczamy:

® wyrazenia liniowe np. (x4 3), (x—5), (2z —1)
e wyrazenia kwadratowe z A < 0 np. (2% +9), (22 +7), (22 + 2z + 8)
® potegi T np. x, m2, 7

Z wielomianu roztozonego na czynniki tatwo jest odczytaé pierwiastki.
Przyktady:
22 — 22 — 172 — 15 = (z — 5)(z + 3)(z + 1)

5) r3 =

LN

pierwiastki: To = —3 =1l

zt 4+ 623 + 1622 + 322 = z(z + 4) (22 + 22 + 8)

raR '

pierwiastki: r1=0 2z3=-4 niema (A <D0)

x5 — 4z* + 923 — 3622 = 2%(2% + 9)(z — 4)

PR T

pierwiastki: 1 =0 nema x9=4
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Pierwiastek wielomianu

Pierwiastek wielomianu to miejsce zerowe wielomianu, czyli liczba dla ktérej warto$¢ wielo-
mianu jest réwna zero.

Przyktady:

w(z) = zt — 2 To=1 poniewaz w(1) = 14-12=1-1=0
w(z)=2° -8 ro =2  poniewaz w(2) =23 -8 =8-8=0

wx)=2"—2*+22+x 290=0 poniewaz w(0) =0°> —0*+02+0=0

Najtatwiej jest odczytaé pierwiastki z wielomianu roztozonego na czynniki.
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Twierdzenie Bézout

Jezeli x( jest pierwiastkiem wielomianu w(x), to wielomian w(x) dzieli sie przez = — x.
Jezeli wielomian w(x) dzieli si¢ przez & — o, to T jest pierwiastkiem wielomianu w(zx).

Przyktad:
wz)=23+122 -2 wl)=1¥+12-2=1+1-2=0
Liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu 23 + 22 — 2, a wiec ten wielomian mozemy podzieli¢

na x — 1 i nie otrzymamy reszty.
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

100%

repetytorlum

matma235@02.pl

Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych
Jezeli wielomian

w(z) = ax® +bx? +cx +d

ma wspétczynniki a, b, ¢, d catkowite, to jego pierwiastkéw catkowitych nalezy szukaé po-
$rod dzielnikdéw ostatniego wspdtczynnika d. Twierdzenie to jest prawdziwe dla wielomiandw
dowolnego stopnia.

Przyktad:
w(z) =23 — 222 + 32— 6

dzielniki —6 to: —1,1,—2,2, —3,3,—6,6
Jezeli wielomian w(x) ma pierwiastek catkowity, to jest nim jeden z tych dzielnikéw.

Jezeli wielomian

w(z) = ax® + bz +cx +d
ma wspétczynniki a, b, ¢, d catkowite, to jego pierwiastkéw wymiernych nalezy szukaé poéréd
liczb postaci g

p — dzielnik ostatniego wspétczynnika d
q — dzielnik pierwszego wspétczynnika a
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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J

Réwnanie kwadratowe to réwnanie wielomianowe stopnia drugiego.

Rozwiaz przeksztatcajac réwnanie:
>3 —5x2=0 b3 —92=0 bl +4r =0
pad+322+20=0 >22°+222-122=0

Rozwiaz przeksztatcajac réwnanie:

b3 +1=0 a3 —8=0 >2rt4+4x =0

Rozwiaz przeksztatcajac réwnanie:

b3 4+2224+3x4+6=0 >222—622—-324+9=0

Rozwiaz korzystajac z dzielnikéw:
> —222 —5x+6=0 >xd—4x%2 -3z +18 =0
b —22—-3x—-9=0
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Rozwiaz przeksztatcajac réwnanie:

3 522 =0

Rozwiazanie:
Rozktadamy wielomian na czynniki:

spis tresci

symbole 5 522 =0
to$ btad

SO z?(x —5) =0

13 kwiecien pierwiastki: z1=0 x3=35

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Rozwiaz przeksztatcajac réwnanie:
3 —9r =0

Rozwiazanie:
Rozktadamy wielomian na czynniki:
23— 92 =0
r(z? —9)=0
z(z> -3 =0

Korzystamy z a® — b% = (a — b)(a + b).
z(zr—3)(x+3)=0

N

pierwiastki: =0 x9=3 x3=-3
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Rozwiaz przeksztatcajac réwnanie:

23+ 42 =0
Rozwiazanie:
. , . Rozktadamy wielomian na czynniki:
SpIs tresci
symbole 23 44z =0
tos bk
zgfos blad z(z? +4)=0
13 kwiecien L .
pierwiastki: 1 =0 nie ma

matma235@02.pl

J
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Rozwiaz przeksztatcajac réwnanie:
23 +322+20=0

Rozwiazanie:

Rozktadamy wielomian na czynniki:

spis tresci

symbole 23 +322 425 =0
to$ bt

zgfos blad r(z? +324+2)=0

13 kwiecien
22 4+3x4+2=0
A=32-4.1-2=9-8=1
VA=V1=1

_ =3-1 _ -4 _ _
=S =5 = 2
_ 341 _ -2 _
Ty= 5 =5 =1

postac iloczynowa: (z — (—2)) (z — (—1)) = (z + 2)(z + 1)

pierwiastki: =0 x3=-2 1x3=-1

matma235@02.pl

J
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Rozwiaz przeksztatcajac réwnanie:
22% 4+ 22° — 122 =0

Rozwiazanie:

Rozktadamy wielomian na czynniki:

spis tresci
symbole 223 4+ 222 — 122 =0
zgfos biad 2(z® + 22 —6x) =0
2z(z? +2—6)=0

13 kwiecien

—1-5_ =6 _ _
T1= 57 3 = =3
_ —1+5 _ 4
T2= 57 2

posta¢ iloczynowa: (z — (—3))(z — 2) = (z + 3)(z — 2)

(@ F )@ =2) =0
At E=2)
pierwiastki: =0 x9=-3 1x3=2

matma235@02.pl

J
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Rozwiaz przeksztatcajac réwnanie:

2’ +1=0
Rozwigzanie:
Rozktadamy wielomian na czynniki:
spis tresci z2+1=0
symbole 2113 =0

zgtos btad

Korzystamy z a® + b3 = (a + b)(a® — ab + b?)

13 kwiecien
(x+1)(z®—z+1)=0

2—x+1=0

A=(-1)2—4-1-1=1-4= -3

A < 0, nie ma pierwiastkéw

(x+1)(z®—z+1)=0
Y N

pierwiastki: r = —1 nie ma

matma235@02.pl
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Rozwiaz przeksztatcajac réwnanie:

°—8=0
Rozwigzanie:
Rozktadamy wielomian na czynniki:
spis tresci z2 —8=0
symbole 2 —923 =9

zgtos btad

Korzystamy z a® — b = (a — b)(a® + ab + b?)
13 kwiecien

(x—2)(z2+22+4)=0

2420 +4=0
A=22 _4.1-4=4—-16=—12

A < 0, nie ma pierwiastkéw

(x—2)(z2+22+4)=0

/ \

pierwiastki: r1 =2 nie ma

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Rozwiaz przeksztatcajac réwnanie:

22t 442 =0
Rozwiazanie:
Rozktadamy wielomian na czynniki:
20% +42 =0
2(z* +22) =0
2z(z® +2) =0

20(2° + (V2)°) =0
Korzystamy z a® + b = (a + b)(a® — ab + b?)
23:(1’—}— \‘75) <x2 — 2z + (\‘75)2)
2m(a¢+ %)(xQ— V2x + %) =0

0

x2—\3/§x2+\3/4_1=0
A:(w) 41 VA= YA 4YA =31

A < 0, nie ma pierwiastkéw

2z (2 + V2) (22— V2z + V4) =0
e ) (e e )

pierwiastki: 1 =0 12x9= —/2  nie ma
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Rozwiaz przeksztatcajac réwnanie:
3 2 _
> +22°+3r+6=0

Rozwiazanie:

Rozktadamy wielomian na czynniki:

spis tresci
symbole B 4+224324+6=0
zgtos btad 22 (@+2)+3@@+2)=0
(> +3)(z+2) =0

13 kwiecien

pierwiastki: niema 11 =-—2

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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Rozwiaz przeksztatcajac réwnanie:
22% — 62° — 4z +12=0

Rozwiazanie:
Rozktadamy wielomian na czynniki:

23 — 622 —4x+12=0

22%(z —3) —4(z —3) =0
(222 —4)(z —3) =0
(:r -2)(z—-3) =
2(2% - (V2)*)(z —3) =0
Korzystamy z a® — b% = (a — b)(a + b)

2(z — V2)(z +v2)(z —3) =0

pierwiastki:
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Rozwiaz korzystajac z dzielnikéw:
23— 222 —524+6=0

Rozwiazanie:
Rozktadamy wielomian na czynniki, korzystajac z twierdzenia o pierwiastkach wymiernych.

22— 222 — 524+ 6=0

Dzielniki 6 to: —1,1,—2,2,—3,3,—6,6
w(=1)=(-1)2-2(-1)2-5(-1)+6=-1-2+5+6=38
w(1)=13-2-12-5.1+6=1-2-5+6=0

Liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu, a wiec zgodnie z twierdzeniem Bézout wielomian

2% — 222 — 52 + 6 dzieli sie na © — 1 bez reszty.

(x3 — 222 =5z +6): (z—1)=22—2-6
23 —222 -5z +6=(z—1)(z2 -z —6)

(x—1(z2-z—-6)=0
22 —x2—6=(z+2)(z—3)
(x+2)(x—3)=0
'

(z—1)
/
.13121

pierwiastki: To=-2 2x3=3
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h (x3—222-52—6): (z—1) =2 -2 -6
—z® +a?
= —x?-bz
z? —x
= —6z2+46
62—6

spis tresci

symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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2—2—-6=0
A=(-1)2-4-1-(—6)=14+24=25
VA=V25=5

>
|

—Eh=a =5

spis tresci 5
TP = pr—y = —_— = —
symbole ! 2-1 2 2
zgtos btad —(-1)+5 1+5 6
2Emere - 2 2

13 kwiecien

=3
posta¢ iloczynowa: (z — (—2))(z — 3) = (z + 2)(z — 3)

?—2—-6=(z+2)(z—3)

matma235@02.pl
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Rozwiaz korzystajac z dzielnikéw:
2® —42° =324+ 18=0

Rozwiazanie:
Rozktadamy wielomian na czynniki, korzystajac z twierdzenia o pierwiastkach wymiernych.

spis tresci
symbole 2® —42% —3x+18=0
zgtos btad
Dzielniki 18 to: —1,1,—2,2,—-3,3,—6,6,—9,9, —18, 18

w(=1) = (—1)3 = 4(—1)2 —3(-1)+18=-1-4+3+18=16
w(l):13—4-12—3~1+18:1—4—3+18:12

w(—2) = (—2)3 = 4(—2)2 —-3(-2)+18=-8—-16+6+18=0

Liczba —2 jest pierwiastkiem wielomianu, a wiec zgodnie z twierdzeniem Bézout wielomian
x® — 422 — 3z + 18 dzieli sie na x — (—2) = = + 2 bez reszty.

(23 — 422 -3z +18): (x +2) =22 — 62+ 9
23 —4x? — 3z + 18 = (x + 2)(2? — 63+ 9)

13 kwiecien

(x—1)(z2 —6z+9)=0

22 —6x+9=(z —3)2

z4+2)(z—3)%=0
( ) \)

pierwiastki: T =-2 1x2=23

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

(x®—4z? — 32+18)

—x8 222
= —622 — 32
6x2+12z
= 9z+18
—9x—18

(z+2) =22 —-62+9
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

2 —6x+9=0
A=(-6)-4-1-9=36—-36=0

postac iloczynowa: (z — 3)?2

22 — 6249 = (z — 3)*
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Rozwiaz korzystajac z dzielnikéw:
23 —22-32-9=0

Rozwiazanie:
Rozktadamy wielomian na czynniki, korzystajac z twierdzenia o pierwiastkach wymiernych.

spis tresci
symbole 23— 22— 30-9=0
zgtos btad
Dzielniki -9 to: —1,1,—-3,3,—9,9
w(—l):(—1)3—(—)—3( 1)-9=-1-1+3-9=-8
'111(1)—13—12 3:-1-9=1-1-3-9=-12

w(=3) = ( )3—(—3) —3(-3)—-9=-27T—-94+9-9=-35
(3) = —-32-3.3-9=21-9-9-9=0

13 kwiecien

g

Liczba 3 jest pierwiastkiem wielomianu, a wiec zgodnie z twierdzeniem Bézout wielomian

2% — 22 — 3z — 9 dzieli sie na 2 — 3 bez reszty.

(22 —22-32—-9): (z—3)=2%2+2x+3
22— 22 -3z —-9=(x—3)(z2+22+3)

(x—3)(a*+22+3)=0

22 +2x+3=0
A=22 _4.1-3=4—-12= -8 <0, nie ma pierwiastkéw

z—3)(2?+2x+3)=0
( )(J\r‘+)

matma235@02.pl o ] )
pierwiastki: T =3 nie ma



http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=139
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

(3 — 22-32-9) :

— 234322
= 22°-3z
—22%4+6x
= 3z-9

—3x+9

(x—3)=x2+2x+3
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\ Zbiory liczbowe

Liczby naturalne: N
0,1,2,3/4,...

Liczby catkowite: C

. . 0-1,1,-22-33,...
SpIs tresci
symbole Liczby wymierne: W
zgtos btad Liczby, ktére mozemy przedstawi¢ w postaci g, gdzie p i g sa liczbami catkowitymi.
Przyktady: 0,5, —4, %, —%, 4%

13 kwiecien

Liczby niewymierne: R\W

Przyktady: /2,5, 7,1 — /7

Liczby rzeczywiste: R
Wszystkie liczby jakimi sie postugujemy w szkole Srednie;.

matma235@02.pl

J
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Nieréwno$¢ wielomianowa
Przyktady:
2t — 223 4+52>0 2234322 -4<0 z(z—3)%(x+4)°%>0

Nieréwnosci wielomianowe rozwigzujemy najczesciej tak:
1. rozktadamy wielomian na czynniki

Spis tresci odczytujemy pierwiastki

symbole odczytujemy krotno$¢ pierwiastkéw

zgtos$ btad zaznaczymy pierwiastki na osi liczbowej

o > W

rysujemy przyblizony wykres wielomianu zaczynajac zawsze od prawej
13 kwiecien strony
od gory, jezeli wielomian zaczyna sie od liczby dodatniej
od dotu, jezeli wielomian zaczyna sie od liczby ujemnej
6. rysowany wykres
wprzecina” o$ dla pierwiastkdw o krotnosci nieparzystej
,odbija" sie od osi dla pierwiastkéw o krotnosci parzystej
MateMATYRA 7. zaznaczamy na zielono dla znakéw:
maturg na < < cze$¢ wykresu pod osig @

1000/0/ > > cze$¢ wykresu nad osig T

repetytorlum

, @/ 8. dla znakéw
< > zaznaczamy @ w miejscach zerowych
< > zaznaczamy O w miejscach zerowych

9. rysujemy przedziat odpowiadajacy zielonej czesci wykresu
10. zapisujemy rozwiazanie

matma235@02.pl
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Krotno$¢ pierwiastka wielomianu

Krotno$¢ pierwiastka to warto$¢ potegi przy = lub nawiasie, jezeli wielomian jest roztozony

na czynniki.
Przyktady:
spis tresci 5 5 .
symbole o (z+1)°(z - 2)
zgtos bad ~ v S
pierwiastki: T = To=—-1 x3=2
13 kwieciet krotnos¢: 2 3 4
z(z —2)°(z + 3)
o A
pierwiastki: =0 a9=2 zx3=-3
krotnos¢: 1 5 1

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwiaz nieréwnosci:
>x(z—3)(x+2)>0
>—z(z—-1)<0

Rozwiaz nieréwnosci:
> +222 -3 >0
> —223 + 1822 — 482 +32 >0

>a(z+1)%(z—2)2 >0
> —2z(z+1)(z+5)*(x —3) <0

>3 +322+3x4+9<0
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwiaz nieréwnos¢:
z(z—3)(x+2)>0

Rozwigzanie:
Nieréwnosci wielomianowe

pierwiastki: =0 x2=3 x3=-2
krotnos¢: 1 1 1

z(r—3)(x+2)>0
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwiaz nieréwnos¢:

Rozwigzanie:
Nieréwnosci wielomianowe

pierwiastki: T
krotnos¢:
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Rozwiaz nieréwnos¢:

—2%(z—-1)<0
Rozwiazanie:
Nieréwnosci wielomianowe
—2*(x—1)<0
spis tresci / \
symbole pierwiastki: =0 a2=1
krotnos¢: 2 1

zgtos btad

13 kwiecien

%

=e
/
y

z € (1,00)

matma235@02.pl
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Rozwiaz nieréwnos¢:
—2z(z + 1)(z +5)*(z —3) <0

Rozwigzanie:
Nieréwnosci wielomianowe

spis tresci —2z(z+1)(z+5)*(z—-3)<0
symbole / r/ \
zgtos btad pierwiastki: 21=0 xo=-1 =5 =3

krotno$é: 1 1 4 1
13 kwiecien

x e {=5}U(-1,0) U (3,00)

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwiaz nieréwnos¢:
23 +222 -3z >0

Rozwiazanie:
Nieréwnosci wielomianowe

2’ +22° — 32> 0
z(z® +2x—3) >0
22422 -3=(z+3)(x—1)

PN
pierwiastki: =0 1x9=— r3 =1
krotnos¢: 1 1 1
/’-3 0 1
xz € (—3,0)U(1,00)
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z2+2x -3
A=2?2-4.1-(-3)=4+12=16
VA =V16=14

spis tresci —-2—-4 -6
r1= = —— = —3
symbole 2.1 2
zgto$ btad —2+4 2 1
T T2

13 kwiecien
posta¢ iloczynowa: (z — (—3))(z — 1) = (z + 3)(z — 1)

2 +22—-3=(z+3)(z—1)

matma235@02.pl
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Rozwiaz nieréwnos¢:
2 +322+32+9<0

Rozwiazanie:
Nieréwnosci wielomianowe

spis tresci 23 +3224+32+9<0

symbole 2?(x+3)+3(x+3)<0

A0k lee (2% +3)(z+3) <0
¥ N

13 kwiecien pierwiastki: nie ma z1=-3

krotno$¢: 1

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwiaz nieréwnos¢:
—223 + 1822 — 48z +32 > 0

Rozwiazanie:
Nieréwnosci wielomianowe

—223 + 1822 — 482 +32> 0
—2(z® — 92% 4 24z — 16) > 0

23 — 922 4+ 2472 — 16 = (v — 1)(2? — 8z + 16)
—2(z —1)(z> — 8z +16) > 0

7?2 — 8z + 16 = (z — 4)2
—2(z—1)(z—-4)?>0

pierwiastki: 1 =1 To =4
krotnosé: 1 2

x € (—o0,1)

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

2% — 922 4+ 24216
Dzielniki -16 to: —1,1,—2,2, —4,4,—8,8, —16, 16

w(=1)=(-1)3-9(-1)2 +24(-1) =16 =-1-9—24 — 16 = —50

wl)=13-9-12424-1-16=1-9+24—16 =0

Liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu, a wiec zgodnie z twierdzeniem Bézout wielomian

23 — 922 + 242 — 16 dzieli sie na © — 1 bez reszty.

(23—922+242—16) : (x — 1) = 22 — 8z + 16
—x3 +x?
= —8x2+24x
822 —8x
= 16z—16
—16x+16

z3 — 922 + 247 — 16 = (x — 1)(z® — 8z + 16)
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x? — 8z +16
A=(-82-4-1-16=16—-16=0

—(—8 8
8 8,
spis tresci 2-1 2
symbole postac iloczynowa: (z — 4)2

zgtos btad
2 — 8z +16 = (z — 4)?

13 kwiecien

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Funkcje wymierne

Funkcja wymierna to funkcja postaci:

w(z
L u)
p(z)
w(z), p(z) — wielomiany
Przyktady:
_ 2 +3 _zT+5
L LA —

_:c3+x2—1
512 4+ 4
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\ Dziedzina funkcji wymiernej

Dziedzine funkcji wymiernej wyznaczamy znajdujac pierwiastki mianownika.

Przyktady:
— 5 P . . . 7
spis treéci Y= P dla x = 2 mianownik jest réwny 0
symbole D =R\{2} — wszystkie liczby rzeczywiste oprécz 2.
zgtos btad
o 2z +4 . o .
13 kwiecien = 29 dla z = 3 lub £ = —3 mianownik jest réwny 0

D =R\{-3,3} « wszystkie liczby rzeczywiste oprécz —3, 3.

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Hiperbola
Najprostsze funkcje wymierne.
Przyktady:
2 -2
Yy=- Yy=- Yy=—
T T T
Wykres tych funkgji to hiperbola.
Y aY \Y
% g g

Asymptota to prosta do ktérej wykres sie zbliza, lecz jej nie dotyka.
O$ x to asymptota pozioma hiperboli.
O$ y to asymptota pionowa hiperboli.
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

g

Rozwiqi réwnania:

6 _ 44, 6 _
> z+1 =2 > x + z+1 — 4
Rozwiai nieréwnosci:

2x 3x+2
> s =2 P ol = o
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Narysuj wykres funkgji i wypisz jej wtasnosci:

Rozwiazanie:

gl=l 8

=l N

wiasnosci funkgji

3\


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=159
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

dziedzina

zbiér wartosci
miejsce zerowe
monotoniczno$é

réznowartosciowo$é
parzystos¢
okresowos¢

D: z e R\{0}

D=1: y e R\{0}

nie ma

funkcja jest przedziatami monotoniczna
malejaca dla = € (—o0,0)

malejaca dla = € (0, 00)

funkcja jest réznowartosciowa

funkcja jest nieparzysta

funkcja nie jest okresowa

3 Y
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Narysuj wykres funkgji i wypisz jej wtasnosci:

Rozwiazanie:

wiasnosci funkcji

3\
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

dziedzina

zbiér wartosci
miejsce zerowe
monotoniczno$é

réznowartosciowo$é
parzystos¢
okresowos¢

D: z e R\{0}

D=1: y e R\{0}

nie ma

funkcja jest przedziatami monotoniczna
rosnaca dla x € (—o0,0)

rosnaca dla z € (0, 00)

funkcja jest réznowartosciowa

funkcja jest nieparzysta

funkcja nie jest okresowa

3 Y
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\ Narysuj wykres funkgji i wypisz jej wtasnosci:

1
y=—+1
x

Rozwiazanie:

Wykres y = % + 1 otrzymujemy przez przesunigcie y = — o wektor [0, 1].

spis tresci

D=l N 8=

symbole xl_grqw_%|%| q
2gtoé btad y=2|-|-L|-2] 2| |
13 kwiecien y

4

]V

wtasnosci funkgji
matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

dziedzina

zbiér wartosci
miejsce zerowe
monotoniczno$é

réznowartosciowo$é
parzystos¢
okresowos¢

He

B)
D: z € R\{0}
D71: y e R\{1}

o = -1

funkcja jest przedziatami monotoniczna
malejaca dla = € (—o0,0)

malejaca dla = € (0, 00)

funkcja jest réznowartosciowa

funkcja jest ani parzysta ani nieparzysta
funkcja nie jest okresowa

3V
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\ Narysuj wykres funkgji i wypisz jej wtasnosci:

Rozwiazanie:
Wykres y = —L= otrzymujemy przez przesuniecie y = < o wektor [2,0].

spis tresci

KA o|-2|-1|-3| 3] 1] 2
y=1]-3]-1]-2] 2] 1] {
13 kwiecien WY

wtasnosci funkgji

matma235@02.pl

3 v
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

dziedzina

zbiér wartosci
miejsce zerowe
monotoniczno$é

réznowartosciowo$é
parzystos¢
okresowos¢

T
D: z € R\{2}
D=1: y e R\{0}

nie ma

funkcja jest przedziatami monotoniczna
malejaca dla = € (—o0, 2)

malejaca dla = € (2, 00)

funkcja jest réznowartosciowa

funkcja jest ani parzysta ani nieparzysta
funkcja nie jest okresowa

3V
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\ Narysuj wykres funkgji i wypisz jej wtasnosci:

Rozwiazanie:
Wykres 1y = %71 otrzymujemy przez przesuniecie y = 2 o wektor [—3, —1].

spis tresci
symbole

8

|-2]-1] 1] 2
y=2|-1]=2] 2| 1

zgtos btad

13 kwiecien

wiasnosci funkcji
matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

I

dziedzina

zbiér wartosci
miejsce zerowe
monotoniczno$é

réznowartosciowo$é
parzystos¢
okresowos¢

D: z€R\{-3}

D71: ye R\{-1}

o = -1

funkcja jest przedziatami monotoniczna
malejaca dla z € (—o0, —3)

malejaca dla = € (—3, 00)

funkcja jest réznowartosciowa

funkcja jest ani parzysta ani nieparzysta
funkcja nie jest okresowa

3V
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\ Narysuj wykres funkgji i wypisz jej wtasnosci:

_z+3
Y= +2
Rozwiazanie:
spis tresci _ z43 _ z4241 _ x42 1 1 1
y=of st _sba g 1o g4 L 14
symbole z+2 x+2 x+2 x+2 T+2 T+2
Wykres 1y = mlﬁ + 1 otrzymujemy przez przesuniecie iy = % o wektor [—2,1].

zgtos btad

13 kwiecien

NIl Do

2 v

witasnosci funkgji

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

|

dziedzina

zbiér wartosci
miejsce zerowe
monotoniczno$é

réznowartosciowo$é
parzystos¢
okresowos¢

D: x e R\{—2}

D=1 ye R\{1}

o = )

funkcja jest przedziatami monotoniczna
malejaca dla z € (—o0, —2)

malejaca dla = € (—2, 00)

funkcja jest réznowartosciowa

funkcja jest ani parzysta ani nieparzysta
funkcja nie jest okresowa

3V
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\ Narysuj wykres funkgji i wypisz jej wtasnosci:

2z -3
A z—1
Rozwiazanie:
spis tresci _ 2z-3 _ 2(z—=1)+2-3 _ 2(z—1)-1 _ 2(z—1) 1 _ 1 _ -1
Tl =il — il = nh = S =
symbole
2gtos blad Wykres 1y = m_—_ll + 2 otrzymujemy przez przesuniecie iy = —?1 o wektor [1,2].
1] 1
vl-2|-1]-5| 3] 1] 2
13 kwiecien = - -
y=2[ 31 1] 2]-2]-1]-3
‘7
( @
matma235@02.pl wiasnosci funkcji
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

dziedzina

zbiér wartosci
miejsce zerowe
monotoniczno$é

réznowartosciowo$é
parzystos¢
okresowos¢

D: z e R\{1}
D71: y e R\{2}
Tog = 1%

funkcja jest przedziatami monotoniczna
malejaca dla z € (—o0, —2)

malejaca dla © € (—2, 00)

funkcja jest réznowartosciowa

funkcja jest ani parzysta ani nieparzysta
funkcja nie jest okresowa

3 Y
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Funkcje wymierne
wzory, twierdzenia, definicje
e funkcje wymierne
® dziedzina funkcji wymiernej
® hiperbola

& praghlady =
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Rozwiaz réwnanie:

6
=F
z+1
Rozwiazanie:
Wyznaczamy dziedzing: D :xz € R\{-1}
Przenosimy wszystko na lewa strone:
6
-2=0
z+1

Sprowadzamy wszystkie utamki do wspdélnego mianownika:

6 2(x +1)
_ =
r+1 z+1
6—2(xz+1)
e S e Ay
rz+1

Do wyznaczenia rozwigzania wystarczy znalezienie pierwiastkéw licznika:

6—2z+1)=0

6—-2xr—2=0

4—-2x=0
—2x=—-4/:(-2)

B =P

Liczba 2 nalezy do dziedziny.
Odp. x =2
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\ Rozwiaz réwnanie:

Rozwiazanie:
Wyznaczamy dziedzing: D :xz € R\{0, -1}
Przenosimy wszystko na lewg strone:

spis tresci
symbole 4 6

zgtos btad z x+1

—4=0

13 kwiecieh Sprowadzamy wszystkie utamki do wspdélnego mianownika:

4(x+1) 6z  dz(z+1) 0
z(z+1) (z+Dz =zz+1)
4(zx+1)+ 6z —4x(z+1) _a

z(z+1)
Do wyznaczenia rozwigzania wystarczy znalezienie pierwiastkéw licznika:

dz+1)+6x—4z(x+1)=0
Az +4+ 6z — 42 — 42 =0
—47° + 62 +4=0

1

117122 21,'2:—5

Liczby 2 i —% naleza do dziedziny.
Odp. 11 =2 29 = — 2
matma235@02.pl P- 1 22

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

422 4+ 6x+4=0

A=62—4.(—4)-4=236+64=100

VA = /100 = 10

L, —6-10 16
To(—4) T =8
b 6410 4
T 2.(-4) =8
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Rozwiaz réwnanie:
T+ 2 n 2r—5 4

2

T z—4 4
Rozwiazanie:
Wyznaczamy dziedzing: D :x € R\{0,4}
Przenosimy wszystko na lewa strone:

r+2 2x—5 4

73 r—4 x2
Sprowadzamy wszystkie utamki do wspélnego mianownika:

(x+2)-x(x—4) (2z-5)-22 4-(z—4)

x-x(x—4) (ac—4)'x2_m2~(:v—4)20
(z +2)z(z — 4) + (2 — 5)z% — 4(z — 4) _q
x2(x —4) N

Do wyznaczenia rozwigzania wystarczy znalezienie pierwiastkéw licznika:
(x +2)x(x —4) + (22 — 5)z% —4(x —4) =0

_2-2V13
=

Rozwiazania 1, T2, T3 nalezg do dziedziny.

_2+2V/13

r1 =1 To 3

T2
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(x+2)z(z—4)+ 2z —5)z> —4(z—4) =0
(x4 2)(x? — 4z) +22° — 522 — 42 +16 =0

2 — 42 + 222 —dr +22° — 52 — 4z + 16 =0
224+ 22% — 42 + 222 — b2 —dr — 42+ 16 =0
323 — 722 — 122+ 16 =0

spis tresci
symbole

2glo biad Rozktadamy wielomian na czynniki, korzystajac z twierdzenia o pierwiastkach wymiernych.

32 —T2? — 1204+ 16 =0

13 kwiecien

Dzielniki 16 to: —1,1, —2,2, —4,4, —8,8, —16, 16
w(=1)=3(-13-7(-1)2 -12(-1)+16=-3-7+12+16 = 18
w(l)=1¥-7-12-12-1+16=3-7—-12+16=0

Liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu, a wiec zgodnie z twierdzeniem Bézout wielomian
323 — 7x? — 12z + 16 dzieli sie na 2 — 1 bez reszty.

3z3 — 722 — 122 + 16 = (x — 1)(322 — 42 — 16)

(x —1)(32% — 4z — 16) = 0

1 =1 302 —42x—16=0

_2-2V13 _2+2V13
-3 -3

T2 T3

matma235@02.pl
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h (323 —T22—-122+16) : (x — 1) = 322 — 42 — 16
—32%+322
= —422—12¢
4z% — 4x
= —16x+16
16x—16

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

322 — 4 —16=0

= (—4)2—4-3-(—16) = 16 + 192 = 208
\/Z V208 = /16 - 13 = 4V/13
. —(—4)—4v13 4-4V13 2(2—-2V13) 2-2V13
= 2.3 - 2.3 2.3 3
—(—4) +4v13 _ 4+4V13 _ 2(2+2V13) 2+2V13
2= 2.3 ~~ 2.3 ~ 2.3 3
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Rozwiaz réwnanie:

10
z+3

>2

Rozwiazanie:
Wyznaczamy dziedzing: D : 2 € R\{-3}
Przenosimy wszystko na lewg strone:

spis tresci

symbole 10 —2x +4
ZgJ(Oé b){ad z+3 -2 > 0 PO uproszczeniu: gj——‘,—?) =z 0

13 kwiecien Zamiast utamka mozemy napisac iloczyn. Otrzymujemy

nieréwno$¢ wielomianowa.

(—2z+4)(z+3)>0
—2(x—2)(z+3) >0

pierwiastki: 1 =2 x9=-3
krotnosé: 1 1

Liczba —3 nie nalezy do dziedziny co zaznaczamy ©

matma235@02.pl



http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=181
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

10
T+ 3

Sprowadzamy do wspdlnego mianownika:

220

10 2(E=3)

z+3 z+3

10 — 2(z + 3)
z+3

10—-2z—6
z+3

—2x+14

z+3

>0

>0

>0

>0
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Rozwiaz réwnanie:

28 - 3z + 2
Tz +1 T+ 4

Rozwiazanie:
Wyznaczamy dziedzine: D : a2 € R\{—1, -4}
Przenosimy wszystko na lewg strone:

spis tresci
symbole 2z 3z+2 2?4322
<0 po uproszczeniu: ———— <0

z+1 z+4
13 kwiecien Zamiast utamka mozemy napisac iloczyn. Otrzymujemy
nieréwno$¢ wielomianowa.

(—2® +3z—2)(z+1)(x+4) <0
22 +3z-2=—(z—-1)(z-2)

9)(z—1)(z+1)(z+4) <0

—(z—
<4 N N

pierwiastki: 1 =2 ax2=1 x3=-1 x4=-4
krotnos¢: 1 1 1 1

Liczby —1, —4 nie naleza do dziedziny co zaznaczymy O. Przy liczbach 1, —1 tez jest O ze
wzgledu na znak <.

4 -1 1 2
/ N\ 2 € (—00,~4) U (-1, 1) U (2,00)
matma235@02.pl
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h 20 3z +2
z+1 x+4

Sprowadzamy wszystkie utamki do wspdlnego mianownika:

<0

2e(z+4)  Bz+2)(z+1) <0
spis tresci (x+1)(x+4) (x+4)(x+1)
syilbet 2(z+4) - Be+ Y+l _
13 kwiecief 2% 4 8z — (322 + 3z + 2 + 2) <0
(z+1)(x+4)
222 4+ 8x — 32?2 — 3z — 22 — 2 s
(x+1)(z+4)
—22 43z -2
)

(x4 1)(x+4)

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

—z2 4+ 3z -2
A=32—4.(-1)-(-2)=9-8=1
VA=V1=1

_ 3-1 -4
T T 2
341 -2
T T 2

postaé iloczynowa: —(x — 2)(x — 1)

-2 +3z-2=—(z-2)(z—-1)


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=185
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

matma235@02.pl

Potegowanie

Przyktady:

20 =1 =

2l =2 5l =1

2—1 — % 5—4 _ 5%1
@'=3 @7*=@3P
93 =/9=3

85 = Y8 =2

w
B
=
[ )
Il
w
[ )
A
B
=
[\v]
|
Ne
ot
|
Ihy
t
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Funkcja wyktadnicza

Funkcja wykfadnicza o podstawie @ > 0 i a # 1:

y=a®

spis tresci . . "
8 s Dla a > 1 funkcja wykfadnicza jest rosnaca:

symbole

2gtoé blad y
Przyktady:
13 kwiecien / y=3"
y=>5"
@ y=(25)"
Dla 0 < a < 1 funkcja wyktadnicza jest malejaca:
Y
Przyktady:
. y=(3)"
y=(3)°"

funkcja wyktadnicza jest réznowarto$ciowa
matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz:

>(3)°0=1 > 273

> (1,5)73 > 812

> 8% > 83

Oblicz:

>23.23 .22 > 2%
82 - /32 9%

41,5

> (3)72 > (22
> (0,04)2 e
> (0,16)~1°

43.27% 43831
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz:

Rozwiazanie:

Na podstawie wzoréw:

&)~
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\ Oblicz:

Rozwiazanie:
Na podstawie wzordéw:

spis tresci
symbole 273 — — —
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz:

Rozwiazanie:
Na podstawie wzoréw:

OROREE
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz:

Rozwiazanie:

Na podstawie wzoréw:

() -() -
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz:

Rozwiazanie:

Na podstawie wzordéw:

-3
1
1,5 3=(1= =

1,573
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz:
812

Rozwiazanie:
Na podstawie wzordéw:

817 = /81 =9
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Oblicz:

=

(0,04)

Rozwiazanie:
Na podstawie wzordéw:

<4>% 1 Vi 2

1
0,04)% = [ =
(0,04)% = { 759
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\ Oblicz: s
162

Rozwiazanie:
Na podstawie wzordéw:

spis tresci
symbole 16

o
I
/~
S‘
[=p}
N~—
w
I
S
w
|
D
g

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J
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\ Oblicz:

oo
win

Rozwiazanie:
Na podstawie wzordéw:

spis tresci

symbole ]% — ({"/@) —922 4
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz:

oo
o

Rozwiazanie:
Na podstawie wzordéw:

st = (V&) = (v8)- (vB) =8vB=8vZ 2=8V1- VZ=58-2/2=16v2
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz:

Rozwiazanie:
Na podstawie wzordéw:

16\ H°
0,16) 15 = | —
(0, 16) (100)

() - (-

(0,16)1°

1000_140 5
64 64 8

100\"*  /100\'* _
16 -\ 16 -
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz:

Rozwiazanie:
Na podstawie wzordw:

(M

23 A 2% . 2—2 _ 23+%—2 _ 21

P

(V)
—
+

ol

=
3
N

[SIE

&
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Oblicz:

25 .43.974

Rozwiazanie:
Na podstawie wzordéw:

9%.43.9-4 — 2%.(22)3.2—4 —935.96.9—4

W=

— 95 +6—4 _ 92
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz:

W~
wl=

Rozwiazanie:
Na podstawie wzordéw:

4%-8%&= (22)% - (2%)% 4! =23
:2§+2—2:2%:(€,/§)2: 322:%

(=N

AN
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz: )
82 .4/32
41,5
Rozwiazanie:
Na podstawie wzordw:
8732 (2%)%-32% 23.(2%)3 2i+
A5 T (2215 T 23 ~ 93
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz:

J
N|=

Rozwiazanie:
Na podstawie wzordw:

of o7t (3%)%.(3%)* 3%.3t giti  st+d
V3 3% 3% 3t 3%
—3¢-3 3¢ =33 =315 =3t 3%:3(3/5)2:333
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\ Rozwiaz réwnanie:
4z+2 — 83m—1

Rozwiazanie:
Wykorzystujac wzory, nalezy doprowadzi¢ potegi w réwnaniu do jednakowych podstaw:

4£E+2 — 83:E71

spis tresci
symbole (22)z+2 _ (23)3z—1
zgtos btad 92(z+2) _ 93(3z—1)

2x+4 9z —3
13 kwiecien IR = O

Funkcja wyktadnicza jest réznowarto$ciowa, a wiec mozemy zapisac:

20 +4=9x—3
2r —9x=-3—-14
—Tx=-=T7/:(=7)
=l

matma235@02.pl

J
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\ Rozwiaz réwnanie:

(0’ 25)2z—1 — (\/g)m—l—Al

Rozwiazanie:
Wykorzystujac wzory, nalezy doprowadzi¢ potegi w réwnaniu do jednakowych podstaw:

(0’ 25)21—1 _ (\/g)z+4

symbole 25 \ 2! 1ig14
2gtoé btad 100 = (8?)

() -

(4—1)2171 _ (8%>Z+4
4-1(2z-1) _ 8%(m+4)

spis tresci

13 kwiecien

4—2I+1 — S%I—‘,-Q
(22)—21+1 _ (23)%90-{-2
92(—2x+1) _ 23(%z+2)

9—4z+2 _ 9fa+6

Funkcja wyktadnicza jest réznowartosciowa, a wiec mozemy zapisac:

3

dalej
matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

—4x+2:ga:+6

—4x—gx=6—2

—4x—1%x=4
5l =4/ (~52)
gt TRy
1
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\ Rozwiaz réwnanie:

927 +8 = 3/27

Rozwiazanie:
Wykorzystujac wzory, nalezy doprowadzi¢ potegi w réwnaniu do jednakowych podstaw:

spis treéci 92=+3 — 3./27
symbole (32)2m+3 —3. 27%

zgtos btad 2(2043) _ 3. (33)%

13 kwiecien 3416 — 3. 33
34:E+6 — 3 . 31%
34z+6 — 31+1%

341‘+6 = 32%

Funkcja wyktadnicza jest réznowartosciowa, a wiec mozemy zapisac:

1
4 6=2-
x + 5
1
dr=2-—06
T=5
1
4y = —3= /:4
x 2/
1
=-3-:4
. 2
x——7 1
matma235@02.pl =753

J z=—1

Q
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\ Rozwiagz nieréwnos¢:
331:—1 < 32:17+4

Rozwiazanie:
Podstawy poteg sa jednakowe i wieksze od 1. Funkcja wyktadnicza jest wiec rosnaca, dlatego

nie odwracamy znaku nieréwnosci.

spis tresci

symbole 3r—1<2x+4
zgto$ btad 3r—2x <441
r<d

13 kwiecien

matma235@02.pl

J
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\ Rozwiagz nieréwnos¢:

(0,2)*"~' < (0,2)"*?

Rozwiazanie:
Podstawy poteg sa jednakowe i mniejsze od 1. Funkcja wykfadnicza jest wiec malejaca,

dlatego odwracamy znak nieréwnosci.

spis tresci

symbole dr—1>x+2
zgto$ btad dr—x>2+1
3x>3/:3

13 kwiecien > 1

matma235@02.pl

J
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\ Rozwiagz nieréwnos¢:
(0,125)* > 473
Rozwiazanie:
Wykorzystujac wzory, nalezy doprowadzi¢ potegi w nieréwnosci do jednakowych podstaw:

spis tresci 125 )w S (92)2—3
— 2
symbole <1000 - ( )
zgto$ biad < 1 >m S 92(=3)
8

13 kwiecien

(8—1).1: > 22m—6
877 > 223:—6
(23)—95 > 22z—6
2732 > 223:76

Podstawy poteg sa jednakowe i wigksze od 1. Funkcja wyktadnicza jest wiec rosnaca, dlatego
nie odwracamy znaku nieréwnosci.
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\ Rozwiagz nieréwnos¢:
9 4r—2 - 9 2zx—3
3 4
Rozwiazanie:

Wykorzystujac wzory, nalezy doprowadzi¢ potegi w nieréwnosci do jednakowych podstaw:

spis tresci - _—

symbole <2> o <9> o
— > —

zgto$ btad 3 4

13 kwiecien

Podstawy poteg sa jednakowe i mniejsze od 1. Funkcja wykfadnicza jest wiec malejaca,
matma2350@02.pl dlatego odwracamy znak nieréwnosci.

dr —2 < —4x +6

dalej
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dr—2< —4x+6

dr+4xr <6+ 2
8xr<8/:8
r<l1

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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\ Rozwiagz nieréwnos¢:

16

4(V8)*3 < <2ﬁ) _

Rozwiazanie:
Wykorzystujac wzory, nalezy doprowadzi¢ potegi w nieréwnosci do jednakowych podstaw:

spis tresci
symbole 1—z
zgto$ btad 4(\/5)90*3 < <%>

13 kwiecien

Podstawy poteg s3 jednakowe i wieksze od 1. Funkcja wyktadnicza jest wiec rosnaca, dlatego
nie odwracamy znaku nieréwnosci.

matma235@02.pl 2+ 3z -4l <-21(1-2)

/ dalej
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

2 2 2
5 11
A 1L 2 < 92 -
1 3 11
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27 " 5 73
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\ Logarytmy

wzory, twierdzenia, definicje

® logarytm
o wykres funkcji logarytmicznej
® wzory
spis tresci
symbole
zgtos biad & prayklady <

13 kwiecien

matma235@02.pl
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\ Logarytm

Przyktady:

log, 8 logarytm o podstawie 2 z 8

log, 16 logarytm o podstawie 4 z 16

log 1000 logarytm dziesietny z 1000 (ma w podstawie 10)

spis tresci

symbole . .

) logarytm o podstawie a z liczby b:

zgtos btad log, b
a

13 kwiecien warunki dla podstawy a:  a > 0ia # 1

warunki dla liczby b: b>0

Definicja logarytmu:
log, b=z jezeli a® =b

Przyktady:
log, 8 =3 dlatego, ze 2% =8
log, 16 = 2 dlatego, ze 4% =16

log 1000 = 3 dlatego, ze  10° = 1000

matma235@02.pl
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\ Wzory

Wzory: Przyktady:
log,1=0 logs1 =10 log% 1=0
log,a=1 logs3=1 loglézl
spis tresci 2
symbole log,, a* =k log, 2° =3 log; 5° =3
zgtos btad log, 2* = klog, x log; 2% = 5log;2  log3* =4log3
13 kwiecien al%8a® — g glogs5 _ 5 <%)10g% T_ 7
log,(z - y) =log,  +log, y logy(3-5) =log, 3 +1log, 5

log;(9v/3) = log; 9 + log; v/3

log,, 5 = log, x —log, y log, % =log, 3 —log, 5
logs ‘/T?’ = logy v/3 — logs 9
log,.b log. 3
 h= =5 _ logy,
1 8a ’ 1ogc a 10g2 L logy, 2

log, 3 = log)s 3

¢ — dowolna liczba spetniajgca warunki =3
0815 2

1
logy a

log, b= log; 8 = @

matma235@02.pl
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Wykres funkgcji logarytmiczne;j

Wykres funkcji logarytmicznej:

y=log, =

zalezy od podstawy a.

Spis tresci Dla @ > 1 funkcja logarytmiczna jest rosnaca:

symbole y
. \
zgtos btad Przyktady:
L / y = logy @
13 kwiecien il *x y = logs x

y=log sz

Dla 0 < a < 1 funkcja logarytmiczna jest malejaca:

Y
Przyktady:
y= 10go,3 €T
Y= log% 0

~_*

Funkcja logarytmiczna jest réznowartosciowa

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Oblicz:

> logs 9 > logs 3 > log, 0,5
> logs NG > logs 1 > log 100
> log +/1000 > logs 0, 04

Oblicz:

> log, 2v/2 > log; 9v/27 > logs Y2
Oblicz:

> log, 8 > logys 5 > log, 5 100

> log, 4
> log0, 1

104/10
> log 555

> log, 54
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Oblicz:
log5 9

Rozwiazanie:
Wykoszystujac wzory, doprowadzamy logarytm do postaci: log, a* = k

logs 9 = log; 3% = 2
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Oblicz:
1

logs 3

Rozwiazanie:
Wykoszystujac wzory, doprowadzamy logarytm do postaci: log, a* = k

1
log; o= log; 37t = —1
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Oblicz:
log, 0,5

Rozwiazanie:
Wykoszystujac wzory, doprowadzamy logarytm do postaci: log, a* = k

1
log, 0,5 = log, 5= log27t = —1
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Oblicz:
log, 4

Rozwiazanie:
Wykoszystujac wzory, doprowadzamy logarytm do postaci: log, a* = k

log, 4 =log, 4' =1


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=224
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

\ Oblicz:
log V5

Rozwiazanie:
Wykoszystujac wzory, doprowadzamy logarytm do postaci: log, a* = k

spis tresci 1
logs V5 = log; 5% = 3

symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Oblicz:
logs 1

Rozwiazanie:
Wykoszystujac wzory, doprowadzamy logarytm do postaci: log, a* = k

logs 1 = log; 3% =0
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Oblicz:
log 100

Rozwiazanie:
Wykoszystujac wzory, doprowadzamy logarytm do postaci: log, a* = k

log 100 = log 102 = 2
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Oblicz:
log0,1

Rozwiazanie:
Wykoszystujac wzory, doprowadzamy logarytm do postaci: log, a* = k

1
log0,1 = logl—O =logl0~t = —1
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz:

log v/1000

Rozwiazanie:
Wykoszystujac wzory doprowadzamy logarytm do postaci: log, a* = k

3
log /1000 = log 10007 = log(10%)? = log 103 = 5


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=229
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Oblicz:
logs 0,04

Rozwiazanie:
Wykoszystujac wzory doprowadzamy logarytm do postaci: log, a* = k

4 1
log 0,04 = logs 100 = log; T logs 257! = log;(5%) ! =logs 52 = —2
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\ Oblicz:
log, 2V/2

Rozwiazanie:
Wykorzystujemy log,, (z - y) = log, « + log,, y, a nastepnie za pomoca wzoréw, doprowa-
dzamy logarytm do postaci: log, a* = k

spis tresci

—_

1
log2\/§zlog22+log2\/§:1—|—log22% :1—|——:1§

symbole

[N)

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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\ Oblicz:
log, 9v27

Rozwiazanie:
Wykorzystujemy log,, (z - y) = log, « + log,, y, a nastepnie za pomoca wzoréw, doprowa-
dzamy logarytm do postaci: log, a* = k

spis tresci

symbole logs 9v/27 = logs 9 + logs V27 = logy 3% + logy 272 = 2 + log,(3%)7 =
Zg+0§ bJ(a_d g 3 1 1
=2+log; 32 :2—|—§:2_|-15 :35

13 kwiecien

matma235@02.pl
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\ Oblicz:

NG
logs o5

Rozwiazanie:

x
Wykorzystujemy log, — = log,, © — log,, y, a nastepnie za pomoca wzoréw, doprowadzamy

spis tresci logarytm do postaci: log, ak =k

symbole
zgtos btad 5)

logs % = log; VB — logs 25 = logy 5% — logs 5 =
13 kwiecien

matma235@02.pl
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\ Oblicz:
., 10VI0
71000

Rozwiazanie:

Wykorzystujemy log, — = log, = — log, v i log, (z - y) = log, « + log, y, a nastepnie
Y

spis tresci za pomoca wzoréw, doprowadzamy logarytm do postaci: log,, a* = k

symbole

log 1000 — log 10v/10 — log 1000 = log 10 + log v/10 — log 10° =

1 1 1 1
—1—|—log102—3—1—1—5—3—15—3——15

13 kwiecien

matma235@02.pl



http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=234
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

\ Oblicz:
log, 8

Rozwiazanie:

log,.b
log,.a

C

Wykorzystujemy log, b = , a nastepnie za pomoca wzordw,

doprowadzamy logarytm do postaci: log, a* = k

spis tresci
symbole

_ logy8  logy2® 3
~ log, 4 logy22 2

zgtos btad

log, 8

13 kwiecien

matma235@02.pl
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\ Oblicz:
logss 5

Rozwiazanie:

log,.b
log,.a

C

Wykorzystujemy log, b = , a nastepnie za pomoca wzordw,

doprowadzamy logarytm do postaci: log, a* = k

spis tresci

symbole

log: 5 1 1
logys 5 = 56— =

zgtos btad _ 4
log; 25 logg 52 2

13 kwiecien

matma235@02.pl
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\ Oblicz:

logm 100
Rozwiazanie:
: log. b . )
Wykorzystujemy log, b = ] , a nastepnie za pomoca wzordw,
og.a

doprowadzamy logarytm do postaci: log, a* = k

spis tresci
symbole

) log 1 log10? 2 1 2
zgtos btad log\/ElOO: og 100 _ log 01 =I=2:2=2-==4
log/10  logl0: 1 2 1

13 kwiecien

matma235@02.pl
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\ Oblicz:
log,, 54
Rozwiazanie:

log,.b
log,.a

C

Wykorzystujemy log, b = log,, (z - y) = log, « 4 log; y, a nastepnie za pomoca

wzoréw, doprowadzamy logarytm do postaci: log, a* = k

spis tresci
symbole

zgtos btad log, o4 = log,4 log, 22 B log, 22 2
ge log,2v2  log,2+1log,v2  logy2+logy,27  1+3
13 kwiecien
_2.11_2'3_2 2_4_11
T2 T2 T3 3 73

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

® Logarytm
e Wzory

Wzory, definicje, twierdzenia (Logarytmy)

e Wykres funkcji logarytmicznej
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwiaz réwnanie:
>log,z =3 > logy sz =4

Rozwiaz réwnanie:
> 2 +logs(2x + 1) = logs(5x + 22)
> logs(x — 1) — logs(4x + 1) = logs £=°

> logy(x 4+ 1) 4+ logy(z +3) =3
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwiaz réwnanie:

logyz =3
Rozwiazanie:
Korzystamy z definicji logarytmu:
logox =3
r=2%
z =28
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Rozwiaz réwnanie:

Rozwiazanie:

Korzystamy z definicji logarytmu:

logy sz =4
logy sz =4
z=0,5"
4
(3
1
B=
16
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Rozwiaz réwnanie:

2 + logs(2x 4+ 1) = logs(5z + 22)

Rozwigzanie:
Zaczynamy od wyznaczenia dziedziny. Logarytmowac mozemy tylko liczby dodatnie, dlatego:

20 +1>0 i bx+22>0

spis treéci 2r>—1/:2 S5z >—22/:5
symbole > _% z > _25_2
zgtos btad > _4§

13 kwiecien

2 1 T
-4 -2
D=(—%,00)

2 +logs(2z + 1) = logs(5x + 22)

@=1
Rozwiazanie nalezy do dziedziny.

Odp.z =1

matma235@02.pl
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2 + logs(2x 4+ 1) = logs(5x + 22)

Korzystamy z log, a* = k

logs 32 + logs (22 + 1) = logs (5 + 22)
logz 9 + logs(2z + 1) = logy (5 + 22)

spis tresci
symbole
1glos biad Korzystamy z log, (x - y) = log, « + log, v:

13 kwiecief logs 9(2z + 1) = logs (52 + 22)

Funkcja logarytmiczna jest réznowartosciowa, wiec mozemy opusci¢ logarytmy:

92z + 1) =5z + 22
18z +9 = bx + 22

18x —bxr =22—-9
132 =13 /:13

7= 1l

matma235@02.pl
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Rozwiaz réwnanie:

logy(x + 1) + logy(z +3) =3

Rozwigzanie:
Zaczynamy od wyznaczenia dziedziny. Logarytmowac mozemy tylko liczby dodatnie, dlatego:
r+1>0 i z+3>0
spis tresci z>—1 B > =3
symbole
celos biad B o
13 kwiecien -3 =1l t
D= (-1,00)

logy(x + 1) + logy(z +3) =3

L1 — -5 Lol — 1
Tylko 1 = 1 nalezy do dziedziny.

Odp.z =1

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

logy(z +1) +logy(z +3) = 3

Korzystamy z log, (x - y) = log, « + log, v:
logy(z +1)(z+3) =3
Korzystamy z definicji logarytmu:
(x+1)(z+3) =23

(x+1)(z+3)=8
2 +3r+x+3=38
22 +3x+2+3-8=0

2 +4x-5=0

A=4%—-4-1-(-5)=16+20=36
VA =136=6

—4-6 —10
nNEH g Ty T

—4+6 2 )
To— = —- =
2T o 2

371:—5 372:1
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Rozwiaz réwnanie:

T —5

logs(z — 1) — logs(4x + 1) = log;

Rozwiazanie:
Zaczynamy od wyznaczenia dziedziny. Logarytmowa¢ mozemy tylko liczby dodatnie, dlatego:

spis tresci
symbole r—1>0 i 4z+1>0 i Z=2>0/-5
zgto$ btad x>1 de > —1/:4 xr—5>0
T > —i T >5H
13 kwiecien

T ey

1 5 Z

=

1

D = (5,00)
z—5

logs(x — 1) — logs (4 + 1) = logs

.7}1:0 .7}226

Tylko 22 = 6 nalezy do dziedziny.

Odp. z =6

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

logs(z — 1) — logs (4 4+ 1) = logs ro5

r—5

logs(x — 1) = logs + logs (4 + 1)
Korzystamy z log,, (x - y) = log, = + log, v:

T —5

logs(z — 1) = logs <(dx 4+ 1)

Funkcja logarytmiczna jest réznowartosciowa, wiec mozemy opusci¢ logarytmy:

x—1:IT_5.(4x+1)/.5

5(x—1)=(z—5)(dx + 1)
5t —5 =422 +x—20x -5
S5z —5 =422 —192 -5
52 —5—422 +192+5=0

—42® + 242 =0
—4(x? —6z) =0
—4z(x—6)=0

.’E1:0 {L‘2=6
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwiaz nieréwnosci:

> logs(z —3) > 2

> logz(22 —7) < 2 —logs(8 — x)

> logy (4z +1) > —2 —log1 (22 — 3)
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Rozwiaz nieréwnos¢:
logs(x —3) > 2

Rozwigzanie:
Zaczynamy od wyznaczenia dziedziny. Logarytmowac mozemy tylko liczby dodatnie, dlatego:

spis tresci r—3>0
symbole >3
zgtos btad D = (3,0)

13 kwiecien
logs(x —3) > 2
z € (12, 00)

Zaznaczamy na jednym rysunku dziedzine i rozwigzanie nieréwnosci:

3 12 x

Rozwigzanie to czes¢ wspdlna:
x € (12, 00)

matma235@02.pl
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logg(x —3) > 2

Korzystamy z log, a* = k
logs(z — 3) > log; 32

Podstawy logarytmoéw sa jednakowe i wigksze od 1. Funkcja logarytmiczna jest wiec rosnaca,

spis tresci dlatego nie odwracamy znaku nieréwnosci.

symbole

2
2gt0$ btad r—3>3
r—3>9
13 kwiecien z>9+3
x> 12
z € (12,00)

matma235@02.pl

J
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Rozwiaz nieréwnos¢:
10g0’5(3$ — 2) > —1
Rozwigzanie:
Zaczynamy od wyznaczenia dziedziny. Logarytmowac mozemy tylko liczby dodatnie, dlatego:

3z —-2>0
symbole 3r>2/:3

zgtos btad
T > 5
D 2
=|(=,00
3 )

10g0’5(3$ — 2) > —1

spis tresci

13 kwiecien

T e (—oo7 1%>
Zaznaczamy na jednym rysunku dziedzine i rozwigzanie nieréwnosci:

B s—

1 T

wino
W=

Rozwiazanie to czeéé wspdlna:

matma235@02.pl
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logg 5(3z —2) > —1

Korzystamy z log, a* = k

logy 5(32 — 2) > logg 50,57"

spis tresci
: Podstawy logarytméw s3 jednakowe i mniejsze od 1. Funkcja logarytmiczna jest wiec male-

symbole . . L.
jaca, dlatego odwracamy znak nieréwnosci.

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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Rozwiaz nieréwnos¢:
logs(2x — 7) < 2 —logs(8 — )

Rozwiazanie:
Zaczynamy od wyznaczenia dziedziny.

logs(2x — 7) < 2 —logs(8 — )
z € (—00,5) U (6%,00)

Zaznaczamy na jednym rysunku dziedzine i rozwigzanie nieréwnosci:

Rozwigzanie to czes¢ wspdlna:
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logs(2x — 7) < 2 —logs(8 — )

Wyznaczamy dziedzine. Logarytmowaé mozemy tylko liczby dodatnie, dlatego:

20 —-7>0 i 8—x>0

spis tresci 20> 7 4 22 —x > -8 /:(-1)
symbole > —3 r <8
zgtos$ bfad T > —3%
13 kwiecien

1 x

335 8
D = (33,8)

matma235@02.pl
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logs (22 — 7) < 2 —logs(8 — )
logs (22 — 7) +logz(8 — ) <

Korzystamy z log, (x - y) = log, « + log, v:

2
2

logs (22 —7)(8 —z) <2

spis tresci
symbole Korzystamy z log,, a* = k
zgtos btad

logs (22 — 7)(8 — x) < logs 3

13 kwiecien
Podstawy logarytméw sa jednakowe i wigksze od 1. Funkcja logarytmiczna jest wiec rosnaca,

dlatego nie odwracamy znaku nieréwnosci.

(22 —7)(8 —x) 2
(290—7)(8 x)
16z — 22% — 56 + 7z
16z — 222 — 56 + 7z — 9
5

<3
<9
<9
<0
—2z% + 23z — 65 < 0

x € (—00,5) U (63,00)

matma235@02.pl
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222 + 237 —65< 0
Rozwigzujemy nieréwno$éé kwadratowa:

A =232 —4.(=2)-(—65) =529 — 520 =9

spis tresci VA = V9=3
SEeE —23-3 -2 2 1
Z x1:—:_:6_:6_
13 kwiecien To— —23+3 _ —20 -5
T o(=2) -4

matma235@02.pl
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Rozwiaz nieréwnos¢:

log%(él:z: +1)>-2- log%(Zx -3)

Rozwigzanie:
Zaczynamy od wyznaczenia dziedziny.
D= (11,00
spis tresci ( 27 )
symbole
zgto$ btad log, (4z + 1)< -2- log1 (2z — 3)

3
13 kwiecien z € (—o00,—32) U (2,00)

Zaznaczamy na jednym rysunku dziedzine i rozwigzanie nieréwnosci:

D |

12 9 t

=
N[

Rozwiazanie to czeéé wspdlna:
x € (2,00)

matma235@02.pl

J
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log%(él:z: +1)>-2- log%(Zx -3)

Wyznaczamy dziedzine. Logarytmowaé mozemy tylko liczby dodatnie, dlatego:

4r4+1>0 i 2x—3>0
spis tresci 4$>—1/Z4 2$>3/12
symbole z > _711 x> %
zgto$ btad z>14

13 kwiecien

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

log, (dx+1) > -2— log%(2ac —3)
log, (4x +1) + log1 2z —3) > -2

Korzystamy z log,, (x - y) = log, = + log,, v:
logi (47 4 1)(2z — 3) > —2

Korzystamy z log, a* = k

1\ 2
logy (4z 4 1)(2z — 3) > logy <§)

Podstawy logarytméw sa jednakowe i mniejsze od 1. Funkcja logarytmiczna jest wiec male-
jaca, dlatego odwracamy znaku nieréwnosci.

(42 +1)(22 — 3) < (é) -

82° — 120 +22x-3<3% b
822 - 10z —3<9

822 — 102 -3-9<0
822 — 102 —12 <0
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

82 — 10z —12<0

Rozwiagzujemy nieréwno$é kwadratowa:
A= (-10)2—4-8-(—12) = 100 + 384 = 484
VA = /484 = 22

—(—10) — 22 _10—22 12 3

R P T A T
_ ()42 10422 32 _,
=798 T T 16 16
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\ Wozory, definicje, twierdzenia (Ciagi i ich granice)

Monotoniczno$¢ ciagu
Ciag arytmetyczny
Ciag geometryczny
Kapitalizacja odsetek

spis tresci Nieskoniczony cigg geometryczny
Proste granice

Odgadywanie prostych granic

symbole

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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\ Monotoniczno$¢ ciagu

Definicja ciggu rosnacego

Dla kazdego m naturalnego: Ap41 — Gp >0
Przyktady:
3,6,9 12,... a, = 3n

spis tresci 1, 4,9 16,... an = n?

symbole 1,3,57,... a, =2n—1

zgtos btad

13 kwiecien Definicja ciggu malejacego

Dla kazdego n naturalnego: Ap41 — Gp <0
Przyktady:

—-3,—6,-9,-12,... an = —3n
—1,—-4,-9,-16,... a, = —n?
—-1,-3,-5,-7,... @, = =2 =F 1l

matma235@02.pl
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\ Ciag arytmetyczny

(] — pierwszy wyraz ciagu

7 — rbznica ciagu arytmetycznego

Definicja:

Kolejny wyraz ciagu arytmetycznego powstaje przez dodanie do poprzedniego réznicy 7.

spis tresci
symbole Ungl = Gp + T
zgtos btad

Przyktady:

13 kwiecien ay =2 r=3 2,5,8,11,14,17,...
a1=—-4 r=2 —4,-2,0,2,4,6,...
a; =5 r=—4 5,1,—-3,—7,—11,—15,...

n—ty wyraz ciagu arytmetycznego

ap=a;+ (n—1)r

suma n—poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego

a1+ a
S, =—".
2
wtasnos¢ ciggu arytmetycznego
Qp—1 + Ap 41
a?l -

2
matma235@02.pl
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\ Ciagi i ich granice

wzory, twierdzenia, definicje
monotoniczno$¢ ciagu
ciag arytmetyczny

ciag geometryczny
kapitalizacja odsetek

spis tresci

symbole nieskonczony ciag geometryczny

2gtos blad proste granice ciagu

13 kwiecien

< prayklady =

matma235@02.pl
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Y

Dla ponizszych ciagdw arytmetycznych podaj pierwszy wyraz a; i réznice 7. Oblicz warto$¢
asp 1 a40.
>2,5,8,11,14,... >10,7,4,1,-2,...

Spis tresci Dla ponizszych ciggdw arytmetycznych oblicz sume pierwszych dwudziestu wyrazéw.

symbole >3,5,7,9,11,... >—4,-1,2,5,8,...

zgtos btad
Zbadaj, czy ciag jest arytmetyczny.

13 kwiecien >ap =3n+2 > a, = n?

Zbadaj monotonicznos¢ ciggéw arytmetycznych.
>a, =5n—2 >a, =3—2n
Wyznacz ciag arytmetyczny majac dane.

Dag =5 ag3=7 >as =18 ag =21

Wyznacz cigg arytmetyczny majac dane.
>as =12 ag =18 >a1; =30 ayp =42

matma235@02.pl
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\ Dla ponizszych ciagdw arytmetycznych podaj pierwszy wyraz a; i réznice r. Oblicz warto$¢

azo 1 a40.
2,5,8,11,14, ...
Rozwiazanie:
spis tresci ap =2
symbole Korzystamy z definicji
zgto$ btad az =ap +1r
H=2IF
13 kwiecien 5_9—p
=g

Korzystamy z a,, = a; + (n — 1)r

aso =2+ (30—1)-3=2+29-3 =89
ago=2+(40—-1)-3=2+39-3=119

matma235@02.pl
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\ Dla ponizszych ciagdw arytmetycznych podaj pierwszy wyraz a; i réznice r. Oblicz warto$¢

aso i ay0-
10,7,4,1,-2,...

Rozwiazanie:

spis tresci a; =10
symbole Korzystamy z definicji

zgtos$ biad az=a1+r

7T=10+r7r
13 kwiecien 7_10=1r
r=—3

Korzystamy z a,, = a; + (n — 1)r

aso =10+ (30 —1)- (=3) = 10+29 - (—3) = 10 — 87 = —77
as0 =10+ (40— 1) (—=3) =10+ 39 - (—3) = 10 — 117 = —107

matma235@02.pl
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\ Dla ponizszych ciggdw arytmetycznych oblicz sume pierwszych dwudziestu wyrazdéw.
3,5,7,9,11, ...

Rozwiazanie:

spis tresci ay + an
symbole Korzystamy z S,, = 5 "
zgtos bad Sy = & T a0 o

2
ay = 3]
asg liczymy korzystajac z a,, = aj + (n — 1)r.
Najpierw trzeba jednak policzy¢ r.

13 kwiecien

as=ai +r

S5=3+r
5—3=r

P=2

ap=3+(20-1)-2=2+19-2 =141

‘“2“20-20:3241.20=%-20:22-2O=440

Sa0 =

matma235@02.pl
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\ Dla ponizszych ciggdw arytmetycznych oblicz sume pierwszych dwudziestu wyrazdéw.
—4,-1,2,5,8, ...

Rozwigzanie:

spis tresci ay + an
symbole Korzystamy z S,, = 5 "
zgtos bad Sy = & T a0 o

2
ay = —4
asg liczymy korzystajac z a,, = aj + (n — 1)r.
Najpierw trzeba jednak policzy¢ r.

13 kwiecien

ag=ai +r

—1=—-4+r
—14+4=r
P=3

ago=—-4+(20—1)-3=-4+19-3 =53

4 4
“12“20.20: ;53.20:?9-20=49-10=490

Sa0 =

matma235@02.pl
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\ Zbadaj, czy ciag jest arytmetyczny.
a, =3n+2

Rozwigzanie:

spis tresci Korzystamy z definicji

symbole Qi1 = 0p + T

zgtos btad P = Gni1 — an

13 kwiecief Ciag jest ciagiem arytmetycznym, jezeli a1 — @, jest state (niezalezne od n).

A, = 3n+ 2
nt1 =3n+1)+2=3n+3+2=3n+5
pt1 —ap =3n+5—(3n+2)=3n+5—-3n—-2=5-2=3

Odp. Ciag a,, = 3n + 2 jest arytmetyczny.

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Zbadaj, czy ciag jest arytmetyczny.
O, = T

Rozwiazanie:

Korzystamy z definicji
Ap4+1 = Qp + 7

P = @paa = @p
Ciag jest ciagiem arytmetycznym, jezeli a1 — a,, jest state (niezalezne od n).

an = n?

anp1=n+1)2=n>+2n+1 »

Unp1 — G =12 +2n+1 —n? = 2n + 1 (zalezne od n)

Odp. Ciag a, = n? nie jest arytmetyczny.
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\ Zbadaj monotoniczno$¢ ciggu arytmetycznego.
a, =5n —2

Rozwigzanie:

spis tresci Korzystamy z definicji
symbole
2gtoé bfad ap =50 — 2

a1 =5n+1)—2=5n+5-2=5n+3

13 kwiecien
an+1—an=5n+3—(5n—2)=5n+3—5n+2=3+2=5 >0

Odp. Ciag a,, = 5n — 2 jest rosnacy.

matma235@02.pl
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\ Zbadaj monotoniczno$¢ ciggu arytmetycznego.
a, =3 —2n

Rozwigzanie:

IS Korzystamy z definicji
symbole
zgtos$ btad anp =3 —2n

a1 =3—-2(n+1)=3-2n—2=1-2n

13 kwiecien
pt1—ap=1—-2n—(3—-2n)=1-2n—-3+2n=1-3=-2 <0

Odp. Ciag a,, = 3 — 2n jest malejacy.

matma235@02.pl
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\ Wyznacz cigg arytmetyczny majac dane.

a2:5 CL3:7

Rozwigzanie:

Spis tresci Wyznaczy¢ ciag arytmetyczny oznacza, ze nalezy podac jego pierwszy wyraz aj i réznice 7.

Korzystamy z definicji
Zg’(Oé b’(a_d az =as +7r

symbole

T=5+r
13 kwiecien
7T—5=r
=y

a2 =aj; +r

5=a; +2
5—220,1
a]; =

Odp.ay =3r =2

matma235@02.pl
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\ Wyznacz cigg arytmetyczny majac dane.

a5:18 a6:21

Rozwigzanie:

Spis tresci Wyznaczy¢ cigg arytmetyczny oznacza, ze nalezy podaé jego pierwszy wyraz aj i réznice 7.

Korzystamy z definicji
zgtos btad a6 = as + 1

symbole

21 =18+r
13 kwiecien
21—18 =r
r=3

ay policzymy z a,, = a; + (n — 1)r

as=a1+ (5—1)r

18=ay+4-3

18 =a; + 12
18—-12=a,

a; =6

Odp.a1:61"=3

matma235@02.pl
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\ Wyznacz cigg arytmetyczny majac dane.
as = 12 ag = 18

Rozwigzanie:

Wyznaczy¢ cigg arytmetyczny oznacza, ze nalezy podaé jego pierwszy wyraz aj i réznice 7.

spis tresci

symbole as =12
zgtos btad ag = 18

13 kwiecien
Korzystamy z a, = a; + (n — 1)r

as =12 ay =12 —4r

ag = 18 3r=18-12/:3
a;+ (5—1)r=12 ap=12-4-2
a; +(8—1)r=18 r=2

a1—|-47':12 0,1=4
ay + 7r =18 =y
a; =12 —4r

12 —4r+7r =18

Odp.a; =4r =2

matma235@02.pl
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\ Wyznacz cigg arytmetyczny majac dane.
aj]p = 30 als = 42

Rozwigzanie:
Wyznaczy¢ cigg arytmetyczny oznacza, ze nalezy podaé jego pierwszy wyraz aj i réznice 7.

spis tresci

symbole a1 =30
zgtos btad ays = 42
13 kwiecien
Korzystamy z a, = a; + (n — 1)r
ayj;p = 30 ay = 30 — 10r
ays = 42 dr=42-30/:4
a; + (11— 1)r =30 ap =30—-10-3
ap + (15— 1)r =42 r=3
a1 + 10r = 30 a; =0
ay + 14r = 42 P=g
a; = 30 — 10r
30 — 10r + 14r = 42

Odp.a; =0r=3

matma235@02.pl
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\ Ciag geometryczny

(] — pierwszy wyraz ciagu
q — iloraz ciagu geometrycznego

Definicja:

Kolejny wyraz ciggu geometrycznego powstaje po pomnozeniu poprzedniego wyrazu przez

spis tresci iloraz q.
symbole Apt+1 = Gp * q
2glos biad Przyktady:
T a; =3 q=2 3,6,12,24, 48, ...
wiecien a=-2 q=-4  —2,8-32128 —512,...
=9 g¢g=3 9,3,1,3,5,-
ap =2 qg=1 2,2,2,2,2,...
n—ty wyraz ciggu geometrycznego
Gp = aq - q7171

suma n—poczatkowych wyrazéw ciaggu geometrycznego

1—qg"

S, =aj - dag=1 S,=n-a

wtasno$¢ ciggu geometrycznego

2
a, = Qp—1 * Qp41
matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Dla ponizszych ciagdéw geometrycznych podaj pierwszy wyraz a; i iloraz q.
Oblicz warto$é ag i aqs.

>3,6,12,... ©84,2,...

Dla ponizszych ciggdéw geometrycznych oblicz sume pierwszych dziesieciu wyrazdw.

>2,6,18,... ©>16,8,4,...

Zbadaj, czy ciag jest geometryczny.
>a, = 3" >a, = 2n

Wyznacz ciag geometryczny majac dane.
>as =10 a3z =20 >ag =16 a5 =2

Wyznacz ciag geometryczny majac dane.
>ag3 =9 a5 =381 >ag=1 a7y =8
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\ Dla ponizszego ciggu geometrycznego podaj pierwszy wyraz aj i iloraz q.
Oblicz warto$¢ ag i aqo.

3,6,12, ...
Rozwiazanie:
spis tresci a =3
symbole Korzystamy z definicji
zgtos btad az =ai-q
6=3-¢q/:3
13 kwiecien q=2

Korzystamy z a,, = a1 - ¢" "

ag=3-2°"1=3.28=3.256 =768
agp =3-21271 = 3. 211 = 3.2048 = 6144

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Dla ponizszego ciggu geometrycznego podaj pierwszy wyraz aj i iloraz q.

Oblicz warto$¢ ag i aqo.

Rozwiazanie:

a; = 8
Korzystamy z definicji

Korzystamy z an =aq-¢q* !

o =8 ()" =8 (3)° =

au=8()m1 (5

1 _ 8 _
" 256 — 256 32

8,4,2,...
az =ai-q
4=8.q/:8

41
17872

(03]
[

8 _ 1
2048 2048 — 256
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\ Dla ponizszego ciggu geometrycznego oblicz sume pierwszych dziesieciu wyrazéw.

2,6,18,...
Rozwiazanie:
1—qg"
spis tresci Korzystamy z S,, = a; - -
symbole a; =2
zgtos$ bfad Korzystamy z definicji
13 kwiecien as=ai-q
6=2-q/:2
q=3
1-3%0 1 — 59049 —59048
S10=2" =2- =2. — 59048
10 T3 — —

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Dla ponizszego ciggu geometrycznego oblicz sume pierwszych dziesieciu wyrazéw.

16,8,4, ...
Rozwiazanie:
1—qg"
Korzystamy z S,, = a -
I—gq
a; = 16
Korzystamy z definicji
as = ay - q
8=16-q/:16
_e_1
=16 2
1 1— o 1\ 1 1
=16- 2. —16- 2 =l = s == = ——
S10 = 16 —Z 0 1 6( 210> 2 6< 1024
1024 1 1023 32-1023 1023 31
:32- —_— = — :32‘ = - :31_
( 1024 1024) 1024 1024 32 32
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\ Zbadaj, czy ciag jest geometryczny.
a, = 3"

Korzystamy z definicji

pt1 = Gp - q /i ap

spis tresci _ OGnt1
symbole On
zgtos btad Ciag jest ciagiem geometrycznym, jezeli a;—"’—nl jest state (niezalezne od n)

O = &°

Ap+1 = 3n+1

ani1 3L 373
a, 3 3

13 kwiecien

3

Odp. Ciag a,, = 3" jest geometryczny.

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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Zbadaj, czy ciag jest geometryczny.
an =2n

Korzystamy z definicji

pt1 = Gp - q /i ap
Ap41
a’n

Ciag jest ciggiem geometrycznym, jezeli a;—"’—nl jest state (niezalezne od n)
a, = 2n

ant1 =2(n+1)

any1 _ 2(n+1) n+l1 n

1 1
= = = — + — =1+ — (zalezne od n)
a, 2n n n o on n

Odp. Ciag a,, = 2n nie jest geometryczny.
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\ Wyznacz cigg geometryczny majac dane.
ag = 10 as = 20

Rozwigzanie:

Spis tresci Wyznaczy¢ cigg geometryczny oznacza, ze nalezy podac jego pierwszy wyraz aq i iloraz q.

Korzystamy z definicji
zgtos btad az = az - q

symbole

20 =10- : 10
13 kwiecien q/
qg=2
a2 = a1 - ¢
10=a1-2/:2
(1,125

Odp.a; =5qg=2

matma235@02.pl
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\ Wyznacz cigg geometryczny majac dane.
a4 = 16 as = 2

Rozwigzanie:

Spis tresci Wyznaczy¢ cigg geometryczny oznacza, ze nalezy podac jego pierwszy wyraz aq i iloraz q.

Korzystamy z definicji
zgtos btad as = a4 * g

symbole

2=16-¢q /:16
13 kwiecien B 9 - 1
116~ 8

a1 policzymy z a,, = a1 - ¢" "

Odp. a; = 8192 ¢ =3

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Wyznacz cigg geometryczny majac dane.

Rozwigzanie:

Korzystamy z a,, = a1 - ¢"

CL3:9 a5:81

az =19
{a5=81
ar ¢t =
{al-q5_1:81
ar-¢*=9/:¢
{a1~q =381
"ot
¢
{q%-q‘*Sl >
=
¢
{9'(1281/:9
u 9
=
{f9
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Réwnanie g2 = 9 ma dwa rozwigzania ¢ = —3 lub ¢ = 3.
9 _ &
“uTe lub “TE
g=—3 q=3
9 9
N EEE {—3—
q=-3 q=3
a1:1 CL1:1
PRt

Odp. Rozwigzaniem s3 dwa ciagi geometryczne:
ap =1, g=-3 lub a; =1, ¢=3.
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Wyznacz cigg geometryczny majac dane.

as =1 a7y =38
Rozwigzanie:
Korzystamy z a,, = a1 - ¢"

aj -

w
Il
.
~
<
w

q
ai-q =

q

q

— e — I ——
wl’_‘ ’—‘g
_.em I
I Ul = Il
o0
v

q

1
al—q—3
¢ =8

11
Q= — = —
1792373
q=2

Odp. Rozwigzaniem jest cigg geometryczny: a3 = %, q=2


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=291
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

\ Kapitalizacja odsetek

Przyktad:
Na koncie jest 200 zt. Co roku bank dopisuje 5%.

czas konto odsetki
poczatek 200
spis tresci po roku 210 10
symbole po 2 latach 220,5 10,5

po 3 latach 231,53 11,03
po 4 latach 243,11 11,58

zgtos btad

13 kwiecien

Jak wida¢ odstetki dopisywane co roku przez bank, zwiekszaja sie. Nazywamy to kapitalizacja
odsetek.
Do policzenia, ile bedziemy mie¢ na koncie np. po 20 latach, mozemy wykorzystaé wzér:

K=Ky (1+p)"
K — kapitat poczatkowy

p - procent dopisywany
n —ile razy dopisano odsetki

matma235@02.pl
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Y R

> Wptacasz 6000 zt na konto oprocentowane na 5% w skali roku. lle bedzie
pieniedzy na koncie po 7 latach, jezeli odsetki dopisywane s3 raz w roku?

> Wptacasz 8000 zt na konto oprocentowane na 4% w skali roku. lle bedzie
pieniedzy na koncie po 5 latach, jezeli odsetki dopisywane s3 co pét roku?

spis tresci
symbole
2gt0$ btad > Wptacasz 4000 zt na konto oprocentowane na 8% w skali roku. lle bedzie
pieniedzy na koncie po 9 latach, jezeli odsetki dopisywane s3 co kwartat?

13 kwiecien

matma235@02.pl
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Woptacasz 6000 zt na konto oprocentowane na 5% w skali roku. lle bedzie pieniedzy na koncie
po 7 latach, jezeli odsetki dopisywane sg raz w roku?

Rozwiazanie:

Korzystamy z K = K¢ - (1 +p)"”

spis tresci Ky= 6000
symbole p =5%= %0 =0,05
zgtoé btad n =7

K = 6000 (1+0,05)7 = 6000 - (1,05)7 ~ 6000 - 1,4071 = 8442, 6

13 kwiecien Odp. Po 7 latach na koncie bedzie 8442,6 zt.

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Woptacasz 8000 zt na konto oprocentowane na 4% w skali roku. lle bedzie pieniedzy na koncie
po 5 latach, jezeli odsetki dopisywane sg co pét roku?

Rozwiazanie:
Korzystamy z K = Ky - (1 4 p)»
Kp= 8000

Odsetki sa dopisywane co pét roku czyli 2 razy w roku. 4% w skali roku oznacza, ze co pét
roku dopisywane jest tylko 4% : 2 = 2%.
p =2%= 13 =0,02

Odsetki sa dopisywane 2 razy w roku, wiec w ciagu 5 lat beda dopisywane 2 - 5 = 10 razy.
n =10

K = 8000 - (1+0,02)10 = 8000 - (1,02)'° ~ 8000 - 1,22 = 9760

Odp. Po 5 latach na koncie bedzie 9760 zt.
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Woptacasz 4000 zt na konto oprocentowane na 8% w skali roku. lle bedzie pieniedzy na koncie
po 9 latach, jezeli odsetki dopisywane s3 co kwartat?

Rozwiazanie:
Korzystamy z K = K - (1 +p)"
Ky= 4000

Odsetki s3 dopisywane co kwartat (trzy miesiace) czyli 4 razy w roku. 8% w skali roku
oznacza, ze co kwartat dopisywane jest tylko 8% : 4 = 2%.
p =2%= 125 =0,02

Odsetki s3 dopisywane 4 razy w roku, wiec w ciggu 9 lat beda dopisywane 4 - 9 = 36 razy.
n =36

K = 4000 - (1 + 0,02)36 = 4000 - (1,02)3¢ 4000 - 2, 0399 = 8159, 6

Odp. Po 9 latach na koncie bedzie 8159,6 zt.
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Nieskonczony ciag geometryczny

Suma nieskonczonego ciaggu geometrycznego

ay
S =
l—gq
Wzér jest prawdziwy, jezeli —1 < ¢ < 1.
Przyktady:

I+ttt —1 g== S=-1r=2
257178 “m=2 475 =
1+1+1+1+ 1 1 S 1 3
f— — — — LR a:— = -— pr— = =
27618 b4 173 173 [EEE
1 1 1
8—442—1+=——+... =8 g=-—=- S=—F_-=
+ —1-2 4-1- ai q D) 1-(-1)
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Y T

Oblicz sume nieskonczonego ciggu geometrycznego
pI5+5+3+---  p2+54+ 2+

Zamien utamki okresowe dziesietne na utamki zwykte

50,(3)  ©2,(7)  50,(12)  »0,2(5)

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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Oblicz sume nieskoficzonego ciggu geometrycznego

15+5+ g + -
Rozwigzanie:
a; = 15
Korzystamy z definicji
az = ax - q
5=15-¢/:15
5
=1
1
1=3

q= % spetnia nieréwnosci: —1 < g < 1.
ayl

Korzystamy z S =
I—q
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Oblicz sume nieskoficzonego ciggu geometrycznego

2+ ! + 8 +
5 25
Rozwiazanie:
a; = 2
Korzystamy z definicji
az = a1 -¢q
4
= =2 12
- q/
4
=—-:2
=5
41 4 2
1752710 5
q= % spetnia nieréwnosci: —1 < g < 1.
ay
Korzystamy z S =
I—q
2 3 5 10 1
S: :2 —:2-—:—:3—
1-2 5 3 3
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Zamien utamek okresowy dziesietny na utamek zwykty

0,(3)
Rozwigzanie:
0,(3) =0,3333...
=0,3+0,03+ 0,003 + 0,0003 + - --
3 3 3 3 i
~ 10 100 1000 10000

Otrzymali$my nieskonczony cigg geometryczny

a—i
1710
3.1 _ 3 1
10 10 100 "€ 97 15
Korzystamy z S = il
=g
— 3 9 3 10 3
G = 10 e 0 e = e 0 e = e =
1-& 10710 10 9 9

Odp. 0,(3)=%
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Zamien utamek okresowy dziesietny na utamek zwykty

2,(7)
Rozwigzanie:
2,(7)=2,7777 ...
=240,740,07+ 0,007 4+ 0,0007 + - - -
=24 ! e ! S ! T ! +
B 10 100 ~ 1000 = 10000
nieskonczony ciag geometryczny
a —_— l
LT
1 7 dlat 1
10 10 100 % 9779
Korzystamy z S = il
1—¢q
= 79 7T 10 7
S: 101:—:———-—:—
l=q5 10 10 10 9 9
7 7
2,(7)=2+-=2-
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\ Zamien utamek okresowy dziesietny na utamek zwykty
0, (12)

Rozwigzanie:

spis tresci

0,(12) = 0,121212.. .
=0,12+ 0,0012 + 0,000012 + - - -
12 12 12
700 " 10000 T 1000000 T

Otrzymali$my nieskonczony cigg geometryczny

symbole
zgtos btad

13 kwiecien

L1
1= 100
12 1 _ 12 B
100 100 _ 10000 -8 97 109
ay
Korzystamy z S =
=g
12
g _1o__ 12 99 12 100 12
1— .~ 100 100 100 99 99

Odp. 0,(12)=52

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Zamien utamek okresowy dziesietny na utamek zwykty

0,2(5)
Rozwigzanie:
0,2(5) = 0,25555.. ..
=0,2+0,05+ 0,005+ 0,0005 + 0,00005 + - - -
_ 2 + i + i + > + > +
© 10 100 1000 © 10000 100000
nieskonczony ciag geometryczny
5
' 100
5 1 5 dlat 1
100 10 1000 “ % 17 10
Korzystamy z S' = a“
1—¢q
G_ B _ 5 9 _5 10 _5 1
1— % 100 10 100 9 90 18
2 1 36 10 46 23
2 = — _— = — _—— = —
0,2(5) 10 + 18 180 + 180 180 90

Odp. 0,2(5)=23
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\ Proste granice
Przyktady granic, ktérych wynik jest oczywisty.

lim n =00 dla 3n%,5n3,8n°,n7,. .. tez
n—oo
. lim (—n) = —c0 dla —3n%, —5n%, —8n°, —n’,... tez
SpIs tresci n—00
symbole ) -2 3 8 -9 .
2gtoé btad nh—>HoloE:0 dla 77ﬁ,ﬁ,ﬁ,... tez

13 kwiecien

Jezelia > 1to lim a" =

n—o0

1\" /5\"
nh_}n;Q 2” = dla 8”,2”, <1§> y (Z) g oo tez
Jezeli |a|< 1to lim o =0

_(1\" 2\" L 3\" 4 ,
nlingo (5) =) dla (—g) ,(0,3) ,(—g) ’7_77,"" tez

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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J

lim n =0

n—oo

lim (—n) = 0o

lim — =0
n—oo N

lim 2" = o0

n—oo

1 n
i —
e (2)

Il
=

Odgadywanie prostych granic

ciag granica
1,2,3,4,5,6,... 00
—-1,-2,-3,-4,-5,—6,... —00
111111 0
172°374’576"" "
2,4,8,16,32,64,... 00

1111 1 1
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Oblicz granice:

> li > li > li
e o+ 4 e 6 —2n ey
Oblicz granice:
.t 5n2 +3n — 2 .t dn + 2 .t n® —2n3 +5
im ————— im ————— im ————
n—oo  2n2+45 n—oo Tn? — 2n + 4 n—oo n3 —n + 2
Oblicz granice:
> lim i i > lim 875 > lim A
ns00 57 | 3" ns00 27 | 61 nosoo 8. An—1 7
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Oblicz granice:

im
n—oo n + 4
Rozwiazanie:

Wyciggamy przed nawias najwieksza potege.

Korzystamy z prostych granic.
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz granice:

n—oo 6 — 2n

Rozwiazanie:

Wyciggamy przed nawias najwieksza potege.

li i >
11m = 1Im —F——=
T R

Korzystamy z prostych granic.

(s
4
— =
=7
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Oblicz granice:
m -5
n—oo N2 + Hn
Rozwiazanie:

Wyciggamy przed nawias najwieksza potege.

Korzystamy z prostych granic.
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Oblicz granice:
5n2 4 3n — 2

lim
2n2 +5

n—oo

Rozwiazanie:

Wyciggamy przed nawias najwieksza potege.

0/0
5n2 3 2
nidn—2 " Lﬂrn’%‘—m) . 5+3-2 5 1
B =R 1 111 RN M e Sl S
ne+ n (n2+n2) +n2
A%
0

Korzystamy z prostych granic.
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Oblicz granice:
in +2

T, e S
s ™2 —2n+4

Rozwiazanie:

Wyciggamy przed nawias najwieksza potege.

4 2 (A 4 2
hm 2/n—+: hm n7gn 2n) < _
T o i (B B+ )
0 0
/ !
Dliml 4+E —0 4_0
LR S
N\
0 0

Korzystamy z prostych granic.
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Oblicz granice:
lim
n—oo N3 —n+2

Rozwiazanie:

Wyciggamy przed nawias najwieksza potege.

n®—2n+5

" — 2 4+ 5 (% -2+ %)
lim = lim

0 0

00 A

=limn2-1_”_2§+§g—oo-
n2 n3
NN
0 0

Korzystamy z prostych granic.


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=313
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Oblicz granice:
on 4 4n
m —
Rozwiazanie:

Wyciggamy przed nawias najwieksza potege.

Korzystamy z prostych granic.


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=314
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz granice:
. 8" —5
lim

Rozwiazanie:

Wyciggamy przed nawias najwieksza potege.

8" — SR

Korzystamy z prostych granic.

A
)"1—5@V
(3)"+1

.


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=315
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz granice:
. 4n+1 + 5.3n
oo §-4n—1_7

Rozwiazanie:

Na poczatku rozktadamy sktadniki utamka, a nastepnie wyciggamy przed nawias najwieksza
potege.

po A58t 4na5.3n L 4n (R SR
nioo 84" 7 noeo8.4n. 4T 7_ninéo4n(w_i>_
4n 471
0
4+5(3)" 4
= lim 1+(4)1n:§:2
n—oe 83 -7(3)
N
0

Korzystamy z prostych granic.


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=316
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Przyktady:
o

= _5
T

Upraszczanie

428


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=317
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Przyktady:

on

R
n

6n° > 6n2 - n3

> 7 = 6n°
n n

Upraszczanie

= 4nS


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=318
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Proste granice przy x — oo

Przyktady granic, ktérych wynik jest oczywisty.

lim z = oo

T—00

dla 2x,52%, 723, . ..

dla —2z,—5z2 —723, ...

1 5 7 9
dla —

20" x2’x3’ AT

tez o0

tez —o0

tez 0


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=319
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Odgadywanie prostych granic przy * — oo

a5 1 2 4 00
lim 2z = c©
T—00 2 2 4 00
T 1 2 3 4 00
lim (—2z) = —o0
n—oo —2x| —2| —4| —6| =8 —00
. 0 a5 1 2 3 4 00
im — =
n—oo 1 1 1 1 1
2 2 2 4 6 8 0
i ( 5 > 0 | 1 | 2| 3| 4 00
mil==3)= 5 5 5 5] 5
nTeeN 3T _T‘_Z‘_ﬁ‘_l_fs 0



http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=320
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Proste granice przy x — —o0

Przyktady granic, ktérych wynik jest oczywisty.

lim == —c0
Tr——00

lim 2% =
Tr——00

Iim — =0

r——00 I

nieparzyste

3 .5 7
dla 27, 2°,2z",... tez
parzyste
4 .6 8
dla 27, 2”,32°, ... tez
1 2 3 .
dla —P,F,—F,F,... tez


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=321
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

\ Odgadywanie prostych granic przy * — —00

z| -1 =2 -3 4 — —©
lim z° = o0

500 B3| —1| —8]-27|-64 — —o0

spis tresci
symbole

zgtos btad i 2 = —s
n—o0 22| 1| 4] 9| 16 — oo
13 kwiecien
! z| -1 -2 -3| 4 —
im — =0
- 1 1 1 1 1
noee T 2| 1l 3| 33 — 0
! xl —1|—2| —3| -4 — o0
im — =0
-~ 1 1 1 1 1
= & 2 T‘Z‘§‘E_>O

matma235@02.pl



http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=322
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz granice:

> lim (2% — 5z + 2)

Tr— 00
> lim /223 — 32
r—00

Oblicz granice:

o 23 — 4z +5
im —
z—oo0 Tx3 — 8x + 4
. x3 — 8z
> lim

> lim (=223 + 22 — 4)

> lim (—3x2\/ 51247 )
r—00
i x5 — 228 + 3z
v xl—>Ho1<> 2 -1
L =3z 4223 -1
> lim ——m———

z—00 Sx + 7


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=323
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

Oblicz granice:
lim (22 — 5z + 2)

r—00

Rozwiazanie:

Wyciggamy przed nawias najwieksza potege:

spis tresci

symbole 22 5z %
. 2 T 2 _
28105 blad iy (o =By -2 = Ty o <x_2 =3 E) -
13 kwiecien 0 0
S/
5 2
4 lim 22 (1——+—2> =00-1=00
T—00 X X

Korzystamy z prostych granic przy x — 0o

matma235@02.pl

J



http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=324
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mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz granice:
lim (—2x3 + 2% — 4)

Tr—00

Rozwiazanie:

Wyciggamy przed nawias najwieksza potege:

— 923
lim (—22° + 22 —4) = lim o® <_x+x___

T—00 —00

Korzystamy z prostych granic przy x — 0o


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=325
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz granice:
lim
r—00

Rozwigzanie:

Wyciggamy przed nawias najwieksza potege:

9 3
THhvey o/ OREETa  hhal (i

x3

r—00 r— 00

Korzystamy z prostych granic przy x — o0

223 — 3z


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=326
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz granice:

T (—3:52\/5952 7 )

T—00

Rozwiazanie:

Wyciggamy przed nawias najwiekszg potege:

r—00

Korzystamy z prostych granic przy z — oo

2


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=327
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz granice:

2% —dx +5
z—o0 713 — 8x + 4

lim
Rozwiazanie:

Wyciggamy przed nawias najwieksza potege:

3 (223 4z | 5

i 2.’53 —4x+5 I G 3 3 + 3
1m ——— = lIIn

3 _ 3 8 4

8
@)

Korzystamy z prostych granic przy x — 00

8


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=328
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz granice:
oz —222 4+ 32
lim —
T—00 x? —1

Rozwiazanie:

Wyciaggamy przed nawias najwieksza potege:

2
. ® =222 43z ﬁ(%‘%*‘%)
am sy 2 (2 %
2 2
0 0
oo
/1_2+3
= lim 22 - 2?2t _ .
N\
0

Korzystamy z prostych granic przy x — oo


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=329
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz granice:
. a3 — 822
lim ———
z—o00 204 — 31 + 2

Rozwiazanie:

Wyciggamy przed nawias najwieksza potege:

. x3 — 8x2
lim

Korzystamy z prostych granic przy x — 00

T
R TR R ey
0


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=330
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz granice:

—32° + 223 — 1
m e e
T—00 S + 7

Rozwiazanie:

Wyciggamy przed nawias najwieksza potege:

5 3
—3z°% + 223 -1 @’ (_35’,” _%_ml_f’>
lim —— = lim E = =
0 0
o0 SN
e
= lim « o
a0 b+ L 5
N
0

Korzystamy z prostych granic przy x — 00


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=331
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz granice:
lim (23 — 2z +4)

r——00

Rozwiazanie:

Wyciggamy przed nawias najwieksza potege:

32

T——00 T——00 3 3

0 0
el

Z lim x3<1——2+—
xT xT

r——00

Korzystamy z prostych granic przy x — —00


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=332
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz granice:
lim (2* — 222 + 52)

r——00

Rozwiazanie:

Wyciggamy przed nawias najwieksza potege:

4 22 5
lim (z* — 22 +5z) = lim x4<“’_4_i+_x>:
x

T——00 T——00 .',174 LL‘4
0o 0 0
2/ 5/
= lim z*(1- =+ =o00-1=00
T— —00 2 :173

Korzystamy z prostych granic przy x — —00


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=333
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

Oblicz granice:
lim (—3z+5)

r——00

Rozwiazanie:

Wyciggamy przed nawias najwieksza potege:

spis tresci

symbole ) . —3z 5
28105 blad ol (=8B = ZE‘P@”"< 2 5) -
13 kwiecien o ~
> /7 5
= lim x<—3——>:—oo~(—3):oo
T——00 €T

Korzystamy z prostych granic przy x — —00

matma235@02.pl

J



http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=334
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mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz granice:
lim (—5z2 — 3z +1)

r——00

Rozwiazanie:

Wyciggamy przed nawias najwieksza potege:

—52%2 32 1
. =2 _ . 2 Ky i
xll)r_noo( S5z° — 3z + 1) xll}r_noox ( E . x2>
0 0
- ~

Korzystamy z prostych granic przy x — —00


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=335
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mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz granice:

lim /622 —3x+1

r——00

Rozwiazanie:

Wyciggamy przed nawias najwieksza potege:

. . 612
lim /622 —3x+1= lim 2 —
T— —00 T——00 €T

3x 1

22 | 22

3.1 _

x x2)
0 N\
0 0

Korzystamy z prostych granic przy z — —o00


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=336
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mailto:matma235@o2.pl

Oblicz granice:

lim z+v/ 2% — 223

Tr— —00

Rozwiazanie:

Wyciggamy przed nawias najwieksza potege:

spis tresci

symbole n s
. x a8
zgtos btad lim zvat—223 = lim z4/2t | = — — | =
T——00 xr——00 :1;4 :,1:4
13 kwiecien
> 2
= lim x1/x4<1——>:—oo-oo=—oo
r——00 x
N
—¢OO € \0

Korzystamy z prostych granic przy z — —o0

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz granice:
202 — 3z +1

T——00 4.’L‘2 -5

Rozwiazanie:

Wyciggamy przed nawias najwieksza potege:

2% — 3z +1 2 (% -%+ %)
lim = lim 5
T——00 4x2 — 5 T——00 x2 (ac_2 _ %)
0 0
Vvl
D oy 2oata 21
am—00 4— 5 4 2
x
N

Korzystamy z prostych granic przy z — —o0
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http://www.matma.boo.pl/matura.html
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz granice:
z* + 223 + 3z
z——00 3 — bx

Rozwiazanie:

Wyciggamy przed nawias najwieksza potege:

4 (z* _ 223 3z
. z* + 223 + 3z . L (F F"‘F)
lim - = 1l YT
T——00 x3 — 51 T——00 T (F -3
0 0

Korzystamy z prostych granic przy z — —o0
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz granice:
" —3z% 41
s oo 75 — 228 + 22

Rozwiazanie:

Wyciggamy przed nawias najwieksza potege:

2
—3z2 41 ) z? (_jf?x +
5

lim ——————= =

1m
z——c0 2% —2x3 + 22 2500 g5 (

Korzystamy z prostych granic przy z — —o0
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz granice:
—5x5 4+ 3z

z——oco 2 —2

Rozwiazanie:

Wyciggamy przed nawias najwieksza potege:

. —5z° 4 3z " @’ (_jgs + %%c')
o Fm2 e 22 (5 - )
/0
—00
b=
= lim 2. 53— = —00-
r——00 — z_2
Y
0

Korzystamy z prostych granic przy z — —o0
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\ Granica i pochodna funkgcji

wzory, twierdzenia, definicje

® wyrazenia nieoznaczone

granica funkcji w 00

granica funkgcji w —00

granica wiasciwa funkcji w punkcie

spis tresci
symbole definicja pochodnej funkgji
proste pochodne

dziatania na pochodnych

styczna do krzywej

zgtos btad

13 kwiecien
badanie monotonicznosci za pomoca pochodnej
ekstrema

& praghlady =

matma235@02.pl

J
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\ Wzory, definicje, twierdzenia (Granica i pochodna funkcji)

Proste granice przy x — oo
Proste granice przy x — —o0
Wyrazenia nieoznaczone

Definicja pochodnej funkgji
Proste pochodne

Dziatania na pochodnych
Styczna do krzywej

spis tresci
symbole

zgtos btad
Badanie monotonicznosci za pomoca pochodnej
Ekstrema

13 kwiecien

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Oblicz granice:

> lim (2% -2z 4 4)

r— —00

> lim (—3z +5)

T——00

> lim 622 — 3z +1

r— —0oQ

Oblicz granice:

> lim 222 —3x+1
T——00 422 — 5
. —3z2+1
> lim

z——oco 15 — 23 4 a2

> lim (2* — 22% 4 5z)

> lim (—5z® — 3z +1)
r——00
> lim zvazt— 223
. x* + 223 + 3
> lim ————
T——00 3 — b
. —5x® 4+ 3z
> lim —————

z——c0 T2 —2
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Wyrazenia nieoznaczone

Przy liczeniu granicy funkcji mozemy otrzymaé wyrazenie nieoznaczone:

0 00
— — 0-o00 00 — 00 — 00 + 00
0 00

Nalezy wtedy zacza¢ liczy¢ od poczatku, przeksztatcajac funkcje w inny sposéb.
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz granice:

> lim 22

r—5

Oblicz granice:

ooz —1
> lim

r—1 x—]_

. oz —8
> lim

z—2 r — 2

Granica wtasciwa funkcji w punkcie

> lim (z® — 4z + 1)
T—2

T T+ 2
z—l>rr—12x2—4
o ox?2—4x+3
> lim
r—3 x—3
ot -1
> lim
z—1 3;‘—1
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Oblicz granice:
lim z

z—5

Rozwiazanie:

Dla prostych funkcji granice liczymy tak:

lim 22 = 52 = 25

r—5
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Oblicz granice:
1in12(x3 —4xr+1)

Rozwiazanie:

Dla prostych funkcji granice liczymy tak:

1im2(x3—4x+1):23—4.2+1:8—8+1:1
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz granice:

Rozwigzanie:

Jezeli za x podstawimy 1 to otrzymamy wyrazenie nieoznaczone @

Liczymy inaczej:

2

zc—1

lim

>
= lim

2 —1
z—1 ¢ —1

(x—=1)(x+1)

z—1 T —

r—1

z—1

0

=lim(z+1)=1+1=2
Tz—1
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz granice:

Rozwiazanie:

Jezeli za & podstawimy -2 to otrzymamy wyrazenie nieoznaczone

Liczymy inaczej:

B2 B
1m =
z—>—2$2—4

x+2
t--2732 —4

lim

. T+ 2
lim

x——2 (.T) = 2)(l‘ + 2)

1

im ——
z—>-21 — 2

0
0
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz granice:
x3 —8

T2 T — 2

Rozwigzanie:

Jezeli za x podstawimy 2 to otrzymamy wyrazenie nieoznaczone (0—]

Liczymy inaczej:

3_ _ 2
% Sth (z —2)(z +2a:+4):

z—2 r—2 z—2 xr — 2

= 1im2(x2+2x+4)=22+2-2+4:4+4+4:12
xr—
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\ Oblicz granice:
22 —4zx+3

z—3 z—3

Rozwigzanie:

Jezeli za x podstawimy 3 to otrzymamy wyrazenie nieoznaczone (0—]

spis tresci Liczymy inaczej:
symbole
zgtoé blad z® —4x +3

A= (—4)?-4.-1-3=16-12=4

VA =4=2

13 kwiecien

(~4)-2 4-2 2
= = :—:1
T T 2 2
_—(—4)+2_4+2_6_
T B N A
postac iloczynowa: (z — 1)(x — 3)
2 _y )=z —
lim & 423 D@3 o 1y23-129
r—3 1‘—3 rx—3 aj—3 x—3

matma235@02.pl

J
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\ Oblicz granice:
. 2 —4x+4
sos 2 — g —2

Rozwigzanie:

Jezeli za x podstawimy 2 to otrzymamy wyrazenie nieoznaczone (0—]

spis tresci Liczymy inaczej:

symbole
2810 btad 2? —dz +4=(z—2)°

2 _ .9 _ _
13 kwiecien r S (a}—i—l)(x 2)

. r?—dz+4 (z — 2)2 . -2 2-2 0
lim = = = =

— —1 — —2_9
o3 22—z -2 aoob(z+1)(z—2) eobz+l 241 3

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

22 —4x+4
A=(—4)2—4-1-4=16—16=0
_ (=4 _4

n=5q T2

postac iloczynowa: (z — 2)?2
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

- - ==
T T 2 2
(-1)+3 1+3 4
= = = — =2
T T 2 2
postac iloczynowa: (z — (—1))(z —2) = (z + 1)(z — 2)
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz granice:

Rozwigzanie:

Jezeli za x podstawimy 1 to otrzymamy wyrazenie nieoznaczone @

Liczymy inaczej:

zt—1
z—1 ¢ —1

()2 -1 . (2 - 1) (2% +1)

= lim =1li
r—1 xr — r—1
_ 2
b @=DE+1)E2+1)
rz—1 r—1

=(1+1)(1%+1)=2-2=4

0

x—1

= liml(a: + 1)(3:2 +1)=
xr—
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\ Definicja pochodnej funkgji

Jezeli istnieje skonczona granica

SRERIE S to nazwywamy ja pochodna funkcji w punkcje xg.
symbole
zgto$ biad Okreslenie, funkcja jest rézniczkowalna w punkcie xg, oznacza, ze funkcja ma pochodna w
punkcie xq.

13 kwiecien

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Korzystajac z definicji, oblicz pochodng funkgji f w punkcie xq
> f(x) =4z x9=3

> fla) =25 w0=4 > f@)=vE ao=1
Oblicz pochodna funkgji:
f(z) =5z (z)=a*
(x) = 3z7 (x) = bz
> f(z)=25+22+4 > f(z) = 62* — 32% + 5z
(w) 3Vx (x) = V22
fl@)=2% (x)=3+vz

Oblicz pochodna funkgji:

> f(z) = 225 > f(z) = Szt > flz) = 52

> f(r)=322+4 =5


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=358
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Proste pochodne

Wzory: Przyktady:
() =0 (2)=0
(100)' = 0
spis tresci
symbole (azx) =a () =1
zgto$ bfad (3z) =3
13 kwiecien (™) = nz" ! (x3) = 3z
(z%) = 5x*

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

(f-9)=Ffg+1fd

Dziatania na pochodnych

Przyktady:

(I2 —|—fl)3)l —_ (IQ)/+(Z’3)/22$+3$2

241

(@' —z) = (a) - (2)

(523) =5 (z®) =5 322 = 1522

(#*Va)' = (&%) vz + 2*(Va) =
223;\/54_ 2. L =

N
=2z + %
() -0

> 2x+/T — xQﬁE

:wzg\/__

T

2z
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Korzystajac z definicji, oblicz pochodna funkgji f w punkcie xq
flx)=4x x0=3

Rozwigzanie:

Definicja pochodnej

fB)=4-3=12
FB+h)=4-(3+h)=12+4h

> f3+h) —f(3) . 12+4h—12

! - . —
@) = e == = i ——

o 4R
=)
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Korzystajac z definicji, oblicz pochodna funkgji f w punkcie xq
f)=322+4 xp=5

Rozwiazanie:

Definicja pochodnej

f(5)=3-524+4=3-25+4=179

FG+h) =3 -G+h?+4Z 3(25+10h+h2) +4=
= 75 + 30h + 3h* + 4 = 79 + 30h + 3h?

v

. f(5+h)—f(B) . 79+ 30h+3h*—179
hm —_— = hm
h—0 h h—0 h

f'(5)

= lim (30 + 3h) £ 30+3.0=30

= lim
h—0

h(30 + 3h)

h
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Korzystajac z definicji, oblicz pochodna funkgji f w punkcie xq

3
= = 4
f(x) 12 o
Rozwiazanie:
Definicja pochodnej
W=z =t=}
fA+h) = = 5in
3 1 6 6+h
iy 2o SJAER) -4 FR T3 26ER)  26+HR)
f ,Eamo P R
= hm il = lim —— L lim —— =
=0 2(6 h) h  h—0206+h) h K—02(6+h)
| 1
(6 +0) 12
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Korzystajac z definicji, oblicz pochodna funkgji f w punkcie xq

Rozwiazanie:

Definicja pochodnej
f)=vi=1
fA+h)=v1+h

>

v

f@)=vz z=1

. f@+h)—f(1) . V1+h-—-1
lim ———— 2 = lim — =
h—0 h h—0 h
. W1+h-1)1+h+1) > (V1+h)2-1?
lim = lim —=— =
h=0 h(VI+h+1) h—=0 h(v/1+h+1)
hmH—h_l_im#_hm;_
=0 h(vVI+h+1) h=0h(VT+h+1) h=0T+h+1

1 1
VI+0+1 2
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\ Oblicz pochodna funkgji
f(z) =5z

Rozwiazanie:

f'(z) = (5z)’

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

1A%
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz pochodna funkgji

Rozwiazanie:
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\ Oblicz pochodna funkgji
fla) =327

Rozwiazanie:

fi(z) = (327) = 3(27) £ 3.72° = 212°

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Oblicz pochodna funkgji

Rozwiazanie:


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=368
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Oblicz pochodna funkgji
flx)=a°+22+4

Rozwiazanie:

fl(z) = (z° + 22 + 4) L (z®) + () + (4) 2 504 420+ 0 =524+ 22
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Oblicz pochodna funkgji
f(z) = 62* — 322 + 52

Rozwiazanie:

f'(z) = (6z* — 322 + 5z)’ = (621) — (322) + (5z) =
2 6(zt) —3(2?) +5(x) 2 6-42% —3-22+5-1=242° — 62 +5
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Oblicz pochodna funkgji

Rozwiazanie:

f@) = (3vz)
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz pochodna funkgji

Rozwiazanie:
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Oblicz pochodna funkgji

Rozwiazanie:


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=373
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Oblicz pochodna funkgji

Rozwiazanie:
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@o2.pl

J

Oblicz pochodna funkgji

Rozwiazanie:

z+3

f(x)':< x )’ > (@) (@+3)—a(z+3) _

(z + 3)2

> 1-(2+3)—z-1p
(z +3)?

224+624+9 224+6x-+9
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz pochodna funkgji

3xr+4
1@ =53
Rozwiazanie:
f(x)/_ 3z +4 ! > (3.’E+4)l(2$—1)—(3x+4)(2x_1)/ B
C\2z-1 (20 —1)? =
>3- (2c-1)—(3v+4)-2 b 62-3-6z—-8 11
(2z —1)? 42 —dr+1 42 —dz+1
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Oblicz pochodna funkgji

Rozwigzanie:

f@)

2P -2 !
- —

> (2% - 2z)a® — (a® - 22)(z°)’

(2?)?

> (2z—2) 23 — (2% — 22) - 322

> 2zt —

(22)?

22% — 32 + 623

—xt 4423

26

26
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R

Zastosowanie pochodnej

> Znajd? réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(z) = 23 w punkcie o

wspétrzednej zg = 2.

spis tresci . . 5 .
Zbadaj monotoniczno$¢ funkgji:

) > f(z) =23 + 62 > f(z) = —22° — 23
zgto$ biad > f(z) = 2° — 122 > f(z) = —22% — 322+ 12¢ + 5

symbole

13 kwiecien

matma235@02.pl

J
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Styczna do krzywej

<
~
—~
8
S~—"

spis tresci
symbole

zgtos btad g

13 kwiecien

Réwnanie stycznej

y — f(zo) = f'(x0)(x — 20)

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Znajdz réwnanie stycznej do wykresu funkgji f(x) = % w punkcie o wspétrzednej xop = 2.

Rozwiazenie:
y — f(x0) = f'(z0)(z — 20)
o = 2
f(2)=23=38
f(@) = @) = 322
fl2)=3-22=12

y—8=12(z — 2)

y—8=12x — 24
y=12x — 24+ 8
= 128 = 1@


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=380
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\ Badanie monotonicznosci funkcji za pomoca pochodnej

Jezeli dla kazdego x € (a, b)
7(z) > 0

to funkcja f(z) jest rosnaca w przedziale (a,b).

spis tresci
symbole

zgtos btad
Jezeli dla kazdego x € (a, b)
f(x)<0

13 kwiecien

to funkcja f(z) jest malejaca w przedziale (a,b).

matma235@02.pl

J
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\ Zbadaj monotoniczno$¢ funkgji

f(z) =2 + 62
Rozwiazanie:

f(x) =23+ 62
f'(x) = (z* + 62)’ Z 3224 6= 3(z%+2) > 0dla wszystkich * € R

spis tresci
symbole
zgto$ btad f'(z) > 0dla 2 € R co oznacza, ze funkcja jest rosnaca.

13 kwiecien

matma235@02.pl
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\ Zbadaj monotoniczno$¢ funkgji
f(z) = —225 — 23

Rozwigzanie:

spis tresci f(z) = —225 — 23

3 3
symbole F(2) = (=225 — 23) £ —102% — 322 = —10(z* + —22) = —102%(22 + —)
2gtoé btad 10 10

2
13 kwiecien . @ >0 . 9, 9 3
dla wszystkich z € R , 3 wigc — 102°(z° + —) <0
xr° + E >0 10

f'(xz) < 0dlaz € R co oznacza, ze funkcja jest malejaca.

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Zbadaj monotoniczno$¢ funkgji
flx)=2%-12z

Rozwigzanie:

flx) =23 —12x
Fl(@) = (a® —122) Z 322 — 12 = 3(2? — 4)

wykresem pochodnej jest parabola

\ /.

1/(0) < 0dlaz € (—2,2) co oznacza, ze funkcja f(x) jest
w tym przedziale malejaca.

f'(0) > 0dlaz € (—00,—2) idlax € (2,00) co oznacza, funkcja f(x) jest
w tych przedziatach rosnaca.
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Zbadaj monotoniczno$¢ funkgji
f(x) = —-22° —32° + 122+ 5

Rozwiazanie:

spis tresci

f(z) = —223 - 322 + 122 +5

symbole Flz) = (~22° — 322 + 122 +5) = —622 — 62+ 12 = —6(2% + 2 — 2)
zgtos btad

2 9 _ _
13 kwiecien z“+z-2=(z+2)(z—-1)

wykresem pochodnej jest parabola

\ll\b
/’_\
o

f/(0) > 0dlaz € (—2,1) co oznacza, ze funkcja f(x) jest
w tym przedziale rosnaca.

matma235Qo2.pl f'(0) <0dlaz € (—o0,—2) idlax € (1,00) co oznacza, ze funkcja f(x) jest
/ w tym przedziale malejaca.
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

22+ —2
A=12-4.1-(-2)=1+8=9

VA =v9=3
~1-3 -4
= :—:—2
1= 2
_-1+3_2_
R T B

posta¢ iloczynowa: (z — (—2))(z — 1) = (z + 2)(z — 1)

P +r—-2=(x+2)(z-1)
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Ekstrema

Ekstremum funkcji to lokalne minimum lub maksimum.

maks.

4

Y

I

o

min.

Ekstrema funkcji wyznaczamy rozwigzujac réwnanie

a nastepnie badajac znak pochodnej wokét rozwigzan.

Maksimum

X T

flx) | A | maks. |\

e
f(x0) =0
Minimum
T )
fl@) | - 0
f(z) \ min.
) @
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N B> eeeees

Wyznacz ekstrema funkcji.

> f(z) =23 + 622 + 9z — 3 > f(z) = —22% — 322 + 122 — 18

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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Woyznacz ekstremum funkcji
f(z) =2+ 622 + 9z -3

Rozwiazanie:

spis tresci Wartos¢ pochodnej w ekstremum jest réwna 0.

symbole
zgto$ biad f(0)=0

13 kwiecien fl(z) = (2% + 622+ 92— 3) = 322+ 12049
322 +122+9=0
322 + 122+ 9 = 3(z + 1)(z + 3)
3z+1)(z+3)=0
r'd N

.’L’1=—1 $2:—3

wykres pochodnej i tabela

Maksimum: f(—3) = —3
Minimum:  f(1) = =7

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

32% 4+ 122 + 9 = 3(2% + 42 + 3)
A=4%-4.1-3=16—-12=4

VA=Vi=2
—-4-2 —6
=5y T o8
—44+2 =2
x2: = — = —]_
2.1 2
postac iloczynowa: (z — (—=3))(z — (-1)) = (z + 3)(z + 1)

322 +122 +9=3(z + 3)(z + 1)
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h f'(z) =3(x+1)(z+3)

spis tresci
symbole
zgtos btad

x | (=00,=3)| =3 [(-3,-1)| —1 [(-1,00)
f'(z) + > 0 — b 0 + >
fx) J maks. AN min. /

13 kwiecien

flz)=2%+62>+92—3
Maksimum: f(—3) = (=3)3 +6(—3)% + 9(-3) —

— =-27T+54-27T-3=-3
Minimum:  f(—=1) = (=1)3 +6(=1)2 +9(-1) —

3
3=—-14+6-9-3=—-7

matma235@02.pl
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Woyznacz ekstremum funkcji
f(z) = —22 — 32® + 122 — 18

Rozwiazanie:

spis tresci Wartos¢ pochodnej w ekstremum jest réwna 0.

symbole
zgto$ biad f(0)=0
id

13 kwiecief —62° — 62+ 12

f'(z) = (=223 — 32% 4+ 122 — 18)’
—622 —6x+12=0

—622 — 62+ 12 = —6(z — 1)(z + 2)

Maksimum: f(1) = —11
Minimum:  f(—2) = —38

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

—6x2% — 6z +12 = —6(z*> + = — 2)
A=12-4.1-(-2)=14+8=9

VA=v9=3
—1-3 -4
h=yq Ty TP
~1+3 2
ma= =Z-1
2.1 2

postac iloczynowa: (z — (—2))(z — 1) = (z + 2)(z — 1)

—62% — 6z +12 = —6(z + 2)(z — 1)
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h f'(z) =—=6(x —1)(z+2)

/*\
-2 1 .
spis tresci — _
symbole

zgtos btad

13 kwieciefi x | (=00,=2)| =2 | (=2,1) 1 (1,00)
f(x) -> 0 + > 0 = [

fx) AV min. J/ maks. .

f(z) = —223 — 322 + 122 — 18

Minimum: f(—2) = —2(—2)3 — 3(—2)2 + 12(—2) — 18 =
=16—-12—-24—18 = -38

Maksimum: f(1)=-2-13-3-124+12-1-18=-2-3+12—-18 = —11

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Nowe wersje tego opracowania bada ukazywac sie dwa razy w roku we wrzesniu i styczniu.

Do $ciagniecia ze strony:

www.matma.boo.pl

www.matma235.prv.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Ebook ten mozesz swobodnie przesyta¢ za pomoca email, komunikatoréw i sieci p2p.

Jezeli chcesz zamiesci¢ go na swojej stronie www lub wykorzystaé w inny sposéb skontaktuj
sie z autorem (matma235@02.pl) w celu uzyskania zgody.

Tres¢ tego ebook’a moze ulec zmianie tylko po skontaktowaniu sie z autorem i uzyskaniu na
to zgody.


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=396
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl
matma235@o2.pl

Funkcje trygonometryczne w trdjkacie prostokatnym
. przyprostokatna naprzeciw « przyprostokatna przy «
sina = : coso = :
przeciwprostokatna przeciwprostokatna
spis tresci te = przyprostokatna naprzeciw « cteo = przyprostokatna przy o
symbole przyprostokatna przy « przyprostokatna naprzeciw «
zgtos btad
13 kwiecien
Przyktady:
. a b
sina = p sinf8 = -
B c
b a
cosa = — cosff = —
c ¢ c
a
tgo = = b
gx=9y tgf=—
a
b . a
g . b gh=+
matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Wartosci funkgji trygonometrycznych 0°, 30°, 45°, 60°, 90°.

«@ 0° 30° 45° 60° 90°
sin a 0 1 ‘/75 \/73 1
3 2 1
COS & 1 32£ 32£ 5 0
tga 0 \/Tg 1 V3 =
ctga — \/§ 1 \/Tg 0
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Miara kata na podstawie wartosci funkgji trygonometrycznych

Przyktad
Dla jakiego kata o sinaw = 0,32 7

Uruchamiamy kalkulator w Windows XP

Start — Wszystkie programy — Akcesoria — Kalkulator
w menu: Widok — Naukowy

zgtos btad Whpisujemy 0,32 zaznaczamy MInv i naciskamy @

spis tresci
symbole

13 kwiecien

o~ 18, 66°

W ten sposéb wykorzystaliémy funkcje arcsin, ktéra jest funkcja odwrotng do sin. Na innych
kalkulatorach czesto jest oznaczana jako sin™!.
Podobnie postepujemy z funkcja cos, tg.

matma235@02.pl

J
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spis tresci

symbole /o) a

z b a
zgtos btad
o o= B =" a=?
13 kwiecien 0 —? b2 07
b="? =V c="?

> W prostokacie przekatna o dfugosci 4 cm tworzy z krétszym bokiem kat 70°. Oblicz
pole prostokata.

> Kij o dtugosci 1,5 m wbity w ziemie rzuca cien na 4 m. Oblicz pod jakim katem
padaja promienie stoneczne.

matma235@02.pl

J
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\ Trygonometria

e Funkcje trygonometryczne w tréjkacie prostokatnym
e Wartoéci funkcji trygonometrycznych 0°, 30°, 45°, 60°, 90°
e Wartosci funkcji trygonometrycznych dowolnego kata

Miara kata na podstawie wartosci funkgji trygonometrycznej
Miara tukowa kata
Definicja funkcji trygonometrycznej dowolnego kata
Wykres funkcji trygonometrycznej:

y =sinx Y = COST y=tgx y =ctgx
Wzory redukcyjne

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
Tozsamosci trygonometryczne

Znaki funkcji trygonometrycznych w poszczegdlnych ¢wiartkach

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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D .
IS

S @
Il
~J
'S

|
-~

Rozwigzanie:

suma katéw w tréjkacie wynosi 180°.

90° + 60° + 5 = 180°

8 = 180° — 150°

6 =30°
e o b
> sin60° = 1 > cos 60 =1
\/§ a 1 b
=1 /" > 371

43 1

== = — 4 =
7 ¢ 2 b
a=2V3 b=2

/-
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

/8 :? C ﬂ
b =7 °
_‘.7 A (]

c ="
b
Rozwigzanie:

suma katéw w tréjkacie wynosi 180°.

90° +30° + 8 = 180°

8 =180° — 120°
8 =60°
> sin30° = 8 > tg30° = 8
c b
L8 v3_8
2 ¢ 3 b
mnozymy na krzyz mnozymy na krzyz
c= 16 V3b=24 /:V3
po A V3 24V3
V3 V33
b= 8V3
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4
a="?
c=? O
a
Spis trescl Rozwigzanie:
symbole
zgto$ bfad suma katéw w tréjkacie wynosi 180°.

90° + 45° + o = 180°
o = 180° — 135°
o = 45°

13 kwiecien

Tréjkat ma dwa katy po 45°, a wiec jest to trdjkat réwnoramienny a = 4.

> cos45° =

=
Ol ol

mnozymy na krzyz

V2c=8/:v2

8 V282
V2 V22
matma235@02.pl c=4v2

J
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\ > W prostokacie przekatna o dfugosci 4 cm tworzy z krétszym bokiem kat 70°. Oblicz
pole prostokata.

Rozwiazanie:
4 70°
spis tresci b
symbole a 4
zgtos btad
13 kwiecien b
> sin70° = = > cos70° = -
4 4
>094—“/4 >034—b/4
T4 T4
0,94-4=a 0,34-4=05
a=3,76 b=1,36

P=a-b=3,76-1,36 ~ 5,11 cm?

Odp. Pole prostokata wynosi 5,11 cm?.

matma235@02.pl



http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=405
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

Wartosci funkeji trygonometrycznych dowolnego kata

Dla typowych katéw wartosci funkgji trygonometrycznych s tutaj.

Dla dowolnego kata wartosci funkgji trygonometrycznych najtatwej policzyé na kalkulatorze.

spis tresci Przyktad:
symbole sin 20
zgtos btad Uruchamiamy kalkulator w Windows XP

Start — Wszystkie programy — Akcesoria — Kalkulator
w menu: Widok — Naukowy
Wohisujemy 20 i naciskamy @

13 kwiecien

matma235@02.pl

J
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Kij o dtugosci 1,5 m wbity w ziemie rzuca ciefi na 4 m. Oblicz pod jakim katem padaja
promienie stoneczne.

Rozwiazanie:

spis tresci
symbole g8 m
[&]

zgtos btad

4m
13 kwiecien
> tga= L5
4=y
tga = 0,375
Na kalkulatorze mozna policzy¢:
a =~ 20,6°

Odp. Promienie stoneczne padaja pod katem 20,6°.

matma235@02.pl

J
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Miara tukowa kata

Miara tukowa kata nazywamy stosunek dtugosci tuku, opartego na tym kacie, do promienia
okregu. Miare tukowa kata podajemy w radianach.

spis tresci

symbole l l
o= -

zgtos btad T

13 kwiecien

Warto zapamietaé:

360° = 27 180° = 90° =

VI

Znak miary kata zalezy od jego kierunku.

a>0 a<0
matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Trygonometria

wzory, twierdzenia, definicje

funkcje trygonometryczne w trdjkacie prostokatnym

wartosci funkgji trygonometrycznych 0°, 30°, 45°, 60°, 90°

miara kata na podstawie wartosci funkcji trygonometrycznej

miara fukowa kata

definicja funkcji trygonometrycznej dowolnego kata

wzory redukcyjne

warto$¢ funkgji trygonometrycznej dowolnego kata

wykres funkcji trygonometrycznej:  y =sinxz y=cosx y=tgxr y=ctgx
znaki funkgcji trygonometrycznych w poszczegdlnych éwiartkach

tozsamosci trygonometryczne

& praghlady =
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Zamien miare stopniowa na tukowa

> 30° > 135°
Zamien miare tukowa na stopniowa.
B> & > kg

3 6
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Zamier 30° na miare tukowa.

Rozwiazanie:

Uktadamy proporcje:
a—30°

27 — 360°

30°

21~ 360°
1
(0% 12 T
a_ﬂ'
6
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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Zamien 135° na miare tukows.

Rozwiazanie:

Uktadamy proporcje:
a —135°

27 — 360°

135°

/27r
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Zamien 210° na miare tukows.

Rozwiazanie:

Uktadamy proporcje:
a —210°

2m — 360°

a  210°
5=
T
T
T
“T%
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Zamien % na miare stopniow3.

Rozwigzanie:

Wiedzac, ze m = 180°:
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Zamien %’T na miare stopniowa.

Rozwiazanie:

Wiedzac, ze m = 180°:

51 5-180°

= 150°
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

oz 8 . .
Zamien 137 na miare stopniowa.

Rozwiazanie:

Wiedzac, ze m = 180°:
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Definicja funkcji trygonometrycznej dowolonego kata

Rysujemy kat « w ukfadzie wspdtrzednych. Na drugim ramieniu wybieramy punkt
P = (z,y) odlegly o r od poczatku uktadu wspétrzednych.

Ay P
spis tresci ,
symbole Y
7 a »
zgtos btad . g
13 kwiecien
T
> sina = ¥ cosa = —
r r
75
tga = g ctga = —
T Y

r= ET R

Taka definicja umozliwia obliczanie funkgji trygonometrycznych dla katéw wiekszych od 90°,
czego nie da sie z tego.

matma235@02.pl

J



http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=417
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

Znajdz wartosci podstawowych funkcji trygonometrycznych kata, ktérego pierwsze ramie
zawiera o$ 0X, a drugie przechodzi przez punkt P.
> P =(2,3) >P=(-2-1)

spis tresci Znajdz, korzystajac z definicji, wartosci podstawowych funkcji trygonometrycznych kata

symbole > 135° > 225° > 120° > 330°

zgtos btad
Oblicz, korzystajac ze wzordw redukcyjnych

13 kwiecienh > sin 120° > COS(—135O) > tg 180° > Ctg(—2400)
> tg 270° > ctg(—300°) > cos 315° > sin(—360°)
> ctg 420° > tg(—840°) > sin 1390° > cos(—1485°)

Oblicz, korzystajac ze wzoréw redukcyjnych

> sin § > cos 2T > tg (—2F) > ctg (—27)
- x‘:;x’:m | Oblicz, korzystajac ze wzoréw redukcyjnych
o cos 135° + tg 330° .
1OO/°/ " ctg 225° sin 840° > sin §F tg 4 + cos 257

matma235@02.pl
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Znajdz wartosci podstawowych funkcji trygonometrycznych kata, ktérego pierwsze ramie
zawiera 0é 0X, a drugie przechodzi przez punkt P = (2, 3).

Rozwiazanie:

Ay
3 P=(2,3)
spis tresci
symbole
«
2gtoé btad 5 z
13 kwiecien

Korzystamy z definicji funkgji trygonometrycznych.

B=2 y=3
r=122+32=v4+9=+13
g 3 3 V13 3V13
V13 V13 V13 13
cos 2 2 v13 213
o= = . =
VI3 V13 V13 13
3
tga=—-=1,5
ga D) )
matma235@02.pl
ctga = -
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Znajdz wartosci podstawowych funkcji trygonometrycznych kata, ktérego pierwsze ramie
zawiera 0é 0X, a drugie przechodzi przez punkt P = (—2, —1).

Rozwiazanie:

Ay
spis tresci
symbole P ﬁ\
zgtos btad e
13 kwiecien -
P=(-2,-1)

vb V6 V5 b
v6 Vb VB 5
-2 2
matma235@02.pl 5

/ ctga—_—1:2
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

a 0° 30°  45°  60°  90° 120° 135° 150°
sin v 0 : 3§ 32§ 1 32@ ‘/75 i
cos 1 \/Té \/Ti i 0 -1 _\/75 _\/Tg
tga 0 3 1 V3 — 3 1 -8
ctga | — V3 1 ¥ 0o L 1 3
o 180° 210° 225° 240° 270° 300° 315° 330° 360°
wa | 0 4 8 F 1 F F -} o
cos -1 _\/Tg —\/75 —% 0 % \/75 \/Tg 1
tga | 0 ¥ 1 30— V3 -1 =¥ 0
ctga — \/5 1 \/?g 0 _\/Tg —1 —\/5 —


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=421
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

Znajdz, korzystajac z definicji, wartosci podstawowych funkcji trygonometrycznych kata
135°.

Rozwiazanie:

Wybieramy punkt P = (—1, 1) na drugim ramieniu kata.

spis tresci Ay
P
symbole 1
zgto$ biad \
AN\ 135° :
13 kwiecien -1l T

oo L_ L V2 V2 e = 2 = g

SlIlOé—\/i—\/§ \/i_ B ga__l_
-1 -1 V2 V2 —

COS(X:%:E'E:—7 Ctga:—:—]_

Wyniki mozemy sprawdzi¢ w tabeli.
matma235@02.pl LS VD
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Znajdz, korzystajac z definicji, wartosci podstawowych funkcji trygonometrycznych kata
225°.

Rozwiazanie:

Wybieramy punkt P = (—1, —1) na drugim ramieniu kata.

B L o Ay
SpIs tresci
symbole
zgto$ btad @ \
| s 4
13 kwiecien N\Z t
P,
-1

Korzystamy z definicji funkgji trygonometrycznych.

. -1 -1 2 V2 oo — = .
sinog= —=— - — = —— - - _
2 2 V2 2 & 1
- L V2 2 ctga = — 1
COS¥ = — = — . — = ——— _
V2 V2 2 2 £ =77
matma235@02.pl Wyniki mozemy sprawdzi¢ w tabeli.
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Znajdz, korzystajac z definicji, wartosci podstawowych funkgji trygonometrycznych kata 120°

. for\

1

spis tresci

symbole
zgtos btad
Odcinki , y, 7 tworza tréjkat, ktory jest potowg tréjkata réwnobocznego. Niech P bedzie
odlegte o 2 od poczatku uktadu wspétrzednych r = 2. Patrzac na trdjkat réwnoboczny
widzimy, ze © = 1. Z twierdzenia Pitagorasa liczymy .

13 kwiecien

y2+12=22
Yy +1=4
y* =3

y=+3

=l y:\/g P=2

Korzystamy z definicji funkcji trygonometrycznych.

. 1
sin o = cosa:§

tga =

=[S el

1
=3 ctga = — =
matma235@02.pl 3

/ Wyniki mozemy sprawdzi¢ w tabeli.
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Znajdz, korzystajac z definicji, wartosci podstawowych funkgji trygonometrycznych kata 330°

330° xz

30° y o w 1
G 2

P

spis tresci
symbole
zgtos btad

Odcinki x, y, 7 tworza tréjkat, ktdry jest potowa tréjkata réwnobocznego. Niech P bedzie
odlegte o 2 od poczatku uktadu wspétrzednych » = 2. Patrzac na trdjkat réwnoboczny
widzimy, ze y = 1. Z twierdzenia Pitagorasa liczymy x.

13 kwiecien

z2+1%2 =22
24+1=4
22=3

=3

=13 y=1 r=2

Korzystamy z definicji funkcji trygonometrycznych.

sino =

1 3 V3

= — —= ctga =

V3 V3 V3 3

/ Wyniki mozemy sprawdzi¢ w tabeli.

||—\ DO | —

matma235@02.pl e =
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

y=sinz

dziedzina

zbi6r wartosci
miejsce zerowe
monotoniczno$¢

réznowartosciowos$é
parzystosé
okresowos¢

D=R
D7l ye(-1,1)
xo=krw keC

funkcja jest przedziatami monotoniczna

rosnaca dla © € (—% + 2km, 2 + 2kn) ke C
malejaca dla z € <% + 2k, 37” + 2k7r> keC
funkcja nie jest réznowartosciowa

funkcja nieparzysta
funkcja jest okresowa. Okres podstawowy 1" = 27r.


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=426
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Y = CcosxT

Ay

dziedzina

zbi6r wartosci
miejsce zerowe
monotoniczno$¢

réznowartosciowo$é
parzystosé
okresowos¢

D=R

D7l ye(-1,1)

Ty = % +kr keC

funkcja jest przedziatami monotoniczna

malejaca dla © € (2km, w4+ 2kw) ke C
rosnaca dla © € (w + 2km, 27 + 2kw) ke C
funkcja nie jest réznowartos$ciowa

funkcja parzysta

funkcja jest okresowa. Okres podstawowy 1" = 27r.
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y=tgx
Ay
spis tresci
symbole
zgtos btad 1
13 kwiecien ~
—T T 2 x
—14
dziedzina D=R\{§ +kr} keC
zbiér wartosci Dl':yeR
miejsce zerowe xg=kr keC
monotoniczno$¢ funkcja jest przedziatami monotoniczna
us us
rosnaca dla x € <—§ +km, 5+ k7r> keC
réznowartosciowo$é funkcja nie jest réznowartosciowa
parzystosé funkcja nieparzysta
matma235@02.pl okresowos¢ funkcja jest okresowa. Okres podstawowy 1" = 7.
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y=ctgx
4y
spis tresci
symbole
zgtos btad \
13 kwiecien ~
—2m - s
1+
dziedzina D =R\{kn} keC
zbiér wartosci Dl': yeR
miejsce zerowe ro=45+kr keC
monotoniczno$¢ funkcja jest przedziatami monotoniczna
malejaca dla « € (km, 7+ kn) k€ C
réznowartosciowosé funkcja nie jest réznowartos$ciowa
parzystosé funkcja nieparzysta
matma235@02.pl okresowosé funkcja jest okresowa. Okres podstawowy 1" = .
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

sin(k - 360° + «) = sin«
cos(k - 360° + a) = cos

k - dowolna liczba catkowita

sin(—a) = —sina tg(—a) =
cos(—a) = cosa ctg(—

( )
cos(90° + a) = —sina
tg(90° + a) = —ctga
ctg(90° + o) = —tg o
sin(90° — a) = cos «
cos(90° — o) = sina
tg(90° — a) = ctg o
ctg(90° — o) = tg o

Wzory redukcyjne

tg(k - 180° + a) = tg

ctg(k - 180° + o) = ctg v

—tg«
o) = —ctga

sin(180° + «) = —sin«

cos(180° + o) = —cos
tg(180° + o) = tg o
tg(180° + a) = ctg

sin(180° — o) = sin«

cos(180° — o) = —cosa
tg(180° — a) = —tg
ctg(180° — a) = —ctg

Minimalny zestaw wzoréw redukcyjnych

sin(270° + a) = — cos

cos(270° + a) = sin «
tg(270° + a) = —ctg o
ctg(270° + o) = —tg

sin(270° — o) = —cos
cos(270° — ) = —sina
tg(270° — a) = ctg «
( )

=tgo
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Minimalny zestaw wzoréw redukcyjnych

Nie wszystkie wzory sa potrzebne, aby rozwigzaé kazde zadanie. Ponizsze wzory wystarcza
do znalezienia funkcji trygonometrycznej kazdego kata. Tylko te wzory bede wykorzystywat

w zadaniach.

sin(k - 360° + a) = sina
cos(k - 360° + a) = cos a

k - dowolna liczba catkowita

sin(—a) = —sina
cos(—a) = cos

sin(180° — ) = sin«

cos(180° — a) = —cos
tg(180° — a) = —tga
ctg(180° — a) = —ctgar

Wszystkie wzory redukcyjne

tg(k-180° + o) = tg v
ctg(k - 180° + a) = ctg o

tg(—a) = —tga
ctg(—a) = —ctga

sin(180° + o) = —sin«

cos(180° + o) = —cos
tg(180° 4+ a) = tg o

ctg(180° + o) = ctg
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Oblicz, korzystajac ze wzordw redukcyjnych sin 120°.
Rozwiazanie:

>

ol%

sin120° = sin(180° — 60°) = sin 60°

Wynik mozemy sprawdzi¢ w tabeli.
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Oblicz, korzystajac ze wzoréw redukcyjnych cos(—135°).
Rozwiazanie:

2
cos(—135°) 2 cos135° = cos(180° — 45°) 2 _cosds® —%

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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) Oblicz, korzystajac ze wzordw redukcyjnych tg 180°.

Rozwiazanie:

tg180° = tg(180° +0°) = tg0° = 0

spis tresci _ . _ -
symbole Wynik mozemy sprawdzi¢ w tabeli.

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@o2.pl
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Oblicz, korzystajac ze wzoréw redukcyjnych ctg(—240°).
Rozwiazanie:

ctg(—240°) 2 —ctg240° = — ctg(180° + 60°) = — ctg60° = —

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

%
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) Oblicz, korzystajac ze wzordw redukcyjnych tg 270°.

Rozwiazanie:

tg 270° = tg(180° + 90°) = tg90° = —

spis tresci ) ) )
Nie ma rozwigzania.

mbole .
i Wynik mozemy sprawdzi¢ w tabeli.

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Oblicz, korzystajac ze wzoréw redukcyjnych ctg(—300°).

Rozwiazanie:
ctg(—300°) = —ctg300° = — ctg(180° + 120°)
= —ctg(180° — 60°) = —(— ctg 60°) = ctg 60° =

4

—ctg 120°

| S
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\ Oblicz, korzystajac ze wzoréw redukcyjnych cos 315°.

Rozwiazanie:

>

cos 315° = cos(180° + 135° —c0s135° = — cos(180° — 45°) =

)
= —(—cos45°) 2 cos45° 2

spis tresci

S

symbole

to$ btad
B Wynik mozemy sprawdzi¢ w tabeli.

13 kwiecien

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Oblicz, korzystajac ze wzoréw redukeyjnych sin(—360°).

Rozwiazanie:

sin(—360°)

4

— $in360° = — sin(360° + 0°)

4

—sin0° =0
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Oblicz, korzystajac ze wzordw redukcyjnych ctg 420°.

Rozwiazanie:

ctg 420° = ctg(2 - 180° + 60°) = ctg 60°

>

o
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Oblicz, korzystajac ze wzoréw redukcyjnych tg(—840°).

Rozwiazanie:

tg(—840°)

= —(— tgGOO) = tgGOO

— tg(4-180°+120°)

= V3

— tg(180°—60°) =
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Oblicz, korzystajac ze wzordw redukcyjnych sin 1380°.

Rozwiazanie:
sin 1380° = sin(3 - 360° + 300°)
Z _sin(180° — 60°) Z sin 60°

14

1A%

sin 300° = sin(180° + 120°) =
i
2
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Oblicz, korzystajac ze wzoréw redukcyjnych cos(—1485°).

Rozwiazanie:

cos(—1485°%) 2 cos1485° = cos(4 - 360° + 45°) 2 cosd5°

4

[


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=443
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

\ Oblicz, korzystajac ze wzoréw redukcyjnych sin %
Rozwigzanie:

Wiedzac, ze m = 180°:

spis tresci

symbole

zgtos btad
& & sin g = sin 60°

13 kwiecien

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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q . . . s 3w
Oblicz, korzystajac ze wzoréw redukcyjnych sin <.
Rozwiazanie:

Wiedzac, ze m = 180°:

3r _ 3-180°

4

= 135°

>

[

sin :%T = sin 135° = sin(180° — 45°) 2 sin45°
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Oblicz, korzystajac ze wzoréw redukcyjnych tg (—%’r)

Rozwiazanie:

Wiedzac, ze m = 180°:

spis tresci

2r  2-180°

=120°
symbole 3 3
zgtos btad

4

2
tg (-%) = tg(—120°) Z —tg120° = —tg(180° — 60°) = —(—tg60)° =

13 kwiecien

—tg60° = V3

matma235@02.pl
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Oblicz, korzystajac ze wzoréw redukeyjnych ctg(—2m).
Rozwiazanie:

Wiedzac, ze m = 180°:

spis tresci

2 = 2-180° = 360°

symbole

zgto$ bfad ctg(—27) = ctg(—360°) z

—ctg360° = —ctg(2-180° 4+ 0°) = —ctg 0°

13 kwiecien . . .
Nie ma rozwigzania.

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Oblicz, korzystajac ze wzoréw redukcyjnych

Rozwigzanie:

cos 135° = cos(180°

tg330° = tg(180° + 150°) = tg150° = tg(180° —

— 45°)

ctg 225° = ctg(180° + 45°)

4

cos 135° + tg 330°

ctg 225° sin 840°
2
—cos45° = — %

ctg45° 2

30°) 2 tg30° =

sin 840° = sin(2 - 360° + 1200) = sin 120° = sin(180° —

<&

60°) = sin60° =

J

cos135° + tg330° —Y2 48 8228 3/Bn/E
ctg 225° sin 840° 1,3§ § - 3§ =
_3V242v3 VB 32423 2 —6v2H4vB V3 _
6 2 6 V3 6v3 VB
- 12v6+12 6(—2v6+2)  —2V6+2
18 o 6-3 - 3

V3
2
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\ Oblicz, korzystajac ze wzordw redukcyjnych

si 5—7Tt 4_7r+ 0521
Il4 g3 C 271'

Rozwigzanie:

spis tresci
P Wiedzac, ze m = 180°:

symbole sin 2T — gip 5:180° _ &ip 9950
2gtoé blad : !

] Sa—— o o Z . o B \/5
13 kwiecief sin 225° = sin(180° 4+ 45°) = —sin45° = -

tg 4T = tg 4180° — g 240°

tg240° = tg(180° + 60°) = tg60° = v/3

cos23m = cos(21 - 180°) = cos(5 180°) = cos 450°

c0s 450° = cos(360° + 90°) = c0s90° = 0

sm—g T 4 cos25 w_—%5~\/§+0=—“76

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Tozsamosci trygonometryczne

sina +cos?a =1

" si . cos o
_ e =
s co 2 sin o
tga-ctga =1
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Znaki funkcji trygonometrycznych w poszczegdlnych éwiartkach

¢wiartka |
[eAS
sin «
cos o
tg o
ctg o

_|_ —

Znaki funkcji trygonometrycznych widac takze na wykresach:

y =sinz Yy =CoST

y=tgw

¢wiartki w uktadzie wspétrzednych

II

4

by

11

v

Sy

y=ctgx
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N B> eees

Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata o, jezeli:

Dsinoz:% gy 3 <a<m l>cosa:—\/75 gdy7r<oz<%7r
>tga=—5 gdy%ﬂ<a<2ﬂ' >ctga =2 gdy0<a<%7r
spis tresci
symbole Wykaz tozsamos¢:
2gtoé biad > (ctg?a+1)sina =1 > (sina + cos a)? + (sina — cos a)? = 2

13 kwiecien

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata «, jezeli:

sinaz% gy 5 <a<m

Rozwiazanie:
2v/2
cosa = ———
3
sin «v
>tga =
cos
tooy= —3_—1.(_2/8Y_1. (_ 3 \__ 1 __ 1 vV2__\32
8= "33 T3 3 )73 2v2) T 22T 2v2 V2 4

|
w|

>tga-ctga =1
—lg-ctga :1/: (—@)

Odp. cosa = —%5, tg = _\/Tiv ctg = —2v/2
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

>sin?a+ cos?a =1

1\2
<§> +cosa=1

2
—_ :1
9—|—cos «
1
2
:1——
cos” « 9
8
2 E—
cos a—9

—_. /8 - ,/8
coso = \/; lub cosa—\/g

s<a<mcyliac (g,ﬂ') co oznacza, ze cos v < 0

__ /8 _ M8 _ _ V42 _ _2\/2
cosa = \/g— > = 5= = =

2v/2

costx = ———

3
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\ Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata «, jezeli:

cosoz:—‘/T5 gy m < < %’/T
Rozwiazanie:
spis tresci sina = ———
symbole 2
zgtos btad qin
>tga =
13 kwiecien cosa
2
tga=—=1
7

ptga-ctga =1
l-ctga =1
ctga =1

Odp.sina:—lzé, tg=1, ctg=1

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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J

>sin?a + cos’a =1

2
—v/2
sin o + (i) =1

2
51n2a+2—1
1
1
sinfa+ = =1
1
2
—1-=
sin” « 3
1
a P _ 4
sin a_2

==

sina = —\/g lub sina =

T<a< %71‘ czyli v € (7r, %7‘(‘) co oznacza, ze sina < ()

: _ 1 _ 1 1 V2 2
Sma__\/;__ﬁ__ﬁ'ﬁ__T

V2
2

sina = —


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=456
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata «, jezeli:

tga:—\/g gdy%ﬂ<a<27r

Rozwigzanie:

tga = —/5

> Sma —\/g/'COSOé
COS v

sina = —vV5cosa

> sin?a +cos>a =1

(—VBcosa)? 4 cos? = 1

5cos? a + cos®a = 1
6cos>a=1/:6

=_,/1 =,/1
cosa = \/; lub cosa—\/g

%ﬂ' <a<2mczylia € (%7‘(‘, 271') co oznacza, ze cos > 0

_ J1_ 1 _ 1 V6 _ V6
Cosa_\/;_Té_Tg'Tg—?
sinaw = — 5cosa:—\/3.\/?€:_

(e}

>tga-ctga =1
—V5-ctga =1/:/5

_ 1 1 ,\/5__\/5

gx =-F="F VT s
. _ /30 _\/6 _ \/5
Odp.sma——T, cosa = 5, ctg——T
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\ Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata «, jezeli:

ctga =2 gdy0<a<%7r

Rozwigzanie:
ctga =2
cos .
spis tresci > — =5 / - sin «
sin «v
Sbele cos = 2sin«

zgtos btad
> sin® a4 cos> a = 1

13 kwiecien sin?a + (2sina)? =1

sina +4sin?a =1
5sina=1/:5

g - _. /1 g _ /1
sino = \/? lub sma—\/g

l<a< %7‘(‘ czyli v € (07 %7‘(’) co oznacza, ze sina > ()

3 _ /1 _ 1 _ 1
s1na—\/; ==
cosa =2sina =2 ¥ =

S

off Sl

>tga-ctga =1
tga-2 =1/:2

—+
o
|
N|—=

matma235@02.pl

N /
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\ Wykaz tozsamos¢:
(ctg?a +1)sina =1
Rozwiazanie:

Zazwyczaj tozsamosci udowadniamy wychodzac od strony bardziej ,skomplikowanej” i przez
kolejne przeksztatcenia dochodzac do strony ,prostszej”.

spis tresci

2

symbole cos? o

. >
zgto$ biad L= (ctg?a+1)sin’a = (

. . >
—r— sina = cos?2a+sin?a = 1
sin® «

13 kwiecien e

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Wykaz tozsamos¢:
(sina + cosa)? + (sina — cosa)? = 2

Rozwiazanie:

Zazwyczaj tozsamosci udowadniamy wychodzac od strony bardziej ,skomplikowanej” i przez
kolejne przeksztatcenia dochodzac do strony ,prostszej”.

(sina + cosa)? + (sina — cosa)? =

Il

sin? o + 2sin acos a + cos? a + sin? o — 2sin acos a + cos® o =
sin? o + cos® a + sin? o + cos? o =
=1+1=2

Al
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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wzory, twierdzenia, definicje
okrag i koto

tréjkat

twierdzenie Pitagorasa
twierdzenie cosinuséw
twierdzenie sinuséw
twierdzenie Talesa
przystawanie wielokatéw
podobienstwo wielokatéw

Planimetria

& praghlady =
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

promien

okrag o érodku A

Okrag i koto

Srednica

koto o érodku A

cieciwa
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Katy w okregu

A B
F
kat $rodkowy oparty kat wpisany oparty
na tuku AFB na tuku AFB

Kat $rodkowy ma wierzchotek w $rodku okregu.

Kat wpisany ma wierzchotek na okregu.

K

kat Srodkowy oparty
na tuku AKB


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=463
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Twierdzenie o katach wpisanych

Katy wpisane oparte na tym samym tuku sa réwne.

Przyktady:
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Twierdzenie o kacie wpisanym i srodkowym

Kat érodkowy jest dwa razy wiekszy od kata wpisanego opartego na tym samym fuku co kat
Srodkowy.

Przyktady:

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

Kat wpisany oparty na $rednicy ma 90°.

matma235@02.pl

J
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Wzajemne potozenie prostej i okregu

prosta jest zewnetrzna okregu

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien prosta jest sieczna okregu

geNe}

prosta jest styczna okregu

A — punkt stycznosci. Jedyny punkt wspélny prostej i okregu.
Odlegtoé¢ stycznej od $rodka okregu O jest réwna promieniowi okregu 7.
Kat miedzy promieniem okregu a styczna jest prosty.

dwie styczne do okregu

matma235@02.pl
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Dwie styczne do okregu

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

Odcinki AB i AC' s3 réwne

|AB| = |AC|

Pétprosta AO jest dwusieczna kata C'AB.

matma235@02.pl

J
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\ Czytasz zadanie i nic. Zero. Pustka w gtowie. Nie wiesz jak je ugryz¢é. Mozesz wtedy siegnaé
do mojego ebook’a. A jezeli to jest w szkole? Komputer daleko. Wtedy mozesz siegnaé to
tych tablic.

spis tresci

symbole O * Przejrzysty uktad.
zgto$ btad '.I"‘!‘I"e LI C"E * Kolorowe wykresy i rysunki.

+ Bez nadmiaru materiatu, tylko to co potrzebujesz.
13 kwiecien

spis tresci recenzje

M
a
T
E
M
A
L
Y
K
A

iji

Zadania s3 prostsze gdy znasz teorie!

¢

Kliknij by kupi¢ w ksiegarni internetowe;.

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

106%,

D Mo P g
W o CORCTINA 1 ADRIA

E
s
G
a
=

matma235@02.pl

Spis tresci

Dziatania na liczbach i wyrazeniach

Funkcja i jej wtasnosci

10. Granica funkgji

11. Pochodna funkcji

12. Ekstremum funkcji

13. Styczna i asymptota wykresu funkcji

14. Punkt przegiecia wykresu funkcji

15. Przebieg zmiennosci funkgji

16. Przeksztatcenie wykresu funkcji

17. Catka nieoznaczona

18. Catka oznaczona

19. Ciagi

20. Réwnanie i nieréwnosci z jedng niewiadoma

21. Funkcja liniowa

22. Funkcja kwadratowa

23. Wielomiany

24. Réwnania drugiego stopnia z dwiema niewiadomymi
25. Uktady réwnan z dwiema niewiadomymi

26. Uktad dwdch réwnan drugiego stopnia z dwiema niewiadomymi
27. Nierdwnosci drugiego stopnia z dwiema niewiadomymi
28. Funkcja wymierna

1. Podstawowe symbole i oznaczenia

2. Alfabet grecki

3. Liczby arabskie i rzymskie

4. Podwielokrotnosci i wielokrotnosci miar
5. Liczby

6. Logika matematyczna

7. Zbiory

8.

9.

Tabele

— Zamiana stopni na radiany i odwrotnie

— Wartosci sinuséw i cosinuséw

— Wartosci tangenséw i cotangenséw

— Kwadraty, pierwiastki liczb

— Kwadraty, szesciany i pierwiastki liczb

— Jednostki dtugosci, powierzchni, objetosci, masy i czasu

29.
30.
31.
32.
388
34.
358
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49,
50.
51.
52.
53.
. Zmienna losowa
55.

Funkcja potegowa

Funkcja wyktadnicza

Funkcja logarytmiczna

Funkcje trygonometryczne
Funkcje cyklometryczne (kotowe)
Podstawowe pojecia geometrii
Wspédtrzedne punktu, odlegtosé. Wektor
Prosta

Pétprosta, odcinek

tamana

Ptaszczyzna

Prosta ptaszczyzna

Kat

Okrag, koto

Elipsa, hiperbola, parabola
Wielokat

Tréjkat

Czworokat

Przeksztatcenia geometryczne ptaszczyzny
Wieloscian

Bryty obrotowe

Kombinatoryka

Doswiadczenie losowe

Zdarzenia losowe
Prawdopodobienstwo

Statystyka
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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RECENZJE

“Uwazamy, ze Tablice Matematyczne sq nowatorskq i w pelni profesjonalng pro-
pozycjq, ktora zostanie zZyczliwie przyjeta przez uczniow i nauczycieli. . .”

mgr Elzbieta Bankowska
mgr Dorota Stankiewicz
(IV LO w Gdyni)

“ ... Trafny dobor materiatu, przejrzysty uktad, klarownos$é tekstu, wysmienita
szata graficzna, jak i inne walory sprawiajq, Ze TABLICE sq bardzo przydatne
w nauczaniv matematyki w zakresie szkoly $redniej ...”

prof.dr. hab. Tadeusz Stanisz
(Akademia Ekonomiczna w Krakowie)

“ ... Owazam, ze ksigzka jest powaing propozycjg w znakomity sposéb uzupel-
niajgcg podrecznik do nauki matematyki ... "

dr. Leon Gulgowski
(Uniwersytet Gdanski)

“ .. Tres¢ zawarta w omawianej ksigzce jest poprawna merytorycznie, a sposob
jej podania czyni tg ksiazke wartosciowq pod wzgledem dydaktycznym ...”

dr. Jerzy Bednarczuk
(Uniwersytet Warszawski)
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

wzory, twierdzenia, definicje
llogika
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

> .-

Narysuj wykres funkgji i wypisz jej wtasnosci:

_ 1
Dy—;

_ 1
PY=z23

__ 2z—3
>y= r—1

>y =
>y =

=2

xT

2
ac+3_1

8 8|

o +

8
+
M
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

POQYC

wzajemne potozenie dwdch okregdw

okregi wzajemnie zewnetrzne

okregi styczne zewnetrznie

okregi przecinajace sie

okregi styczne wewnetrznie

okregi nie s3 styczne
i wiekszy zawiera mniejszy

|AB]

|AB|

71 —7"2| < |AB|

|AB|

|AB|

> 11+ 1re

=11 +7T2

<ry+4+nry

= [ri—mr2

< |’I“1—’I“2
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tuk okregu, wycinek i odcinek kota

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

@ @
= -27r P = -2
360° 360°
dtugosé¢ tuku pole wycinka
T 3,14
odcinek kota
matma235@02.pl pole odcinka = pole wycinka — pole tréjkata
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

| =27r

Dtugos¢ okregu i pole kota

T 3,14
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

| = 2mr

Dtugos¢ okregu i pole kota

TR 3,14
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

i MATEMATYKA
& matura na

100%

matma235@02.pl

J

Znajdz miary katéw i (3.

%)
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Znajdz miary katéw v i 3.

spis tresci
symbole A

zgto$ btad S—

13 kwiecien

Katy wpisane «v i (3 oparte s3 na tym samym tuku, dlatego sa réwne.

a=0
Kat wpisany « jest oparty na tym samym fuku co kat $rodkowy 60°, dlatego jest dwa razy
mniejszy.
60°
o= =30°
2

Odp. a = 30°, 3 = 30°.

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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Znajdz miary katéw v i 3.

DY
&

Kat wpisany « jest oparty na tym samym tuku co kat srodkowy 70°, dlatego jest dwa razy
mniejszy.

= 35°

2

Tréjkat AOB jest réwnoramienny (|OA| = |OB|, bo to s3 promienie okregu). W tréjkacie
réwnoramiennym katy przy podstawie sa réwne.

A2\

Suma katéw w tréjkacie jest réwna 180°.

B+ B+ 70° = 180°
23 = 180° — 70°
B = 55°

Odp. a = 35°, 3 = 55°.
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\ Okrag i koto

e okrag, koto, promien, érednica, cieciwa

e katy w okregu
® twierdzenie o katach wpisanych
® twierdzenie o kacie wpisanym i Srodkowym

spis tresci

el ® okrag opi.sany na tr?jchie
2gto0é blad e okrag wpisany w trdjkat
® wzajemne potozenie prostej i okregu
13 kwiecieh ® wzajemne potozenie dwdch okregdéw
® dtugosc okregu i pole kota
e tuk okregu, wycinek i odcinek kota

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole

tos$ btad
HEes B Tréjkat AOB jest réwnoramienny (|OA| = |OB|, bo to sa promienie okregu). W tréjkacie

13 kwiecien réwnoramiennym katy przy podstawie s réwne.

o+ a+70° = 180°
2a0 = 180° — 70°
o = 55°

Tréjkat ABC' jest oparty na érednicy AC dlatego kat ABC' = 90°.

a+ [ =90°

55° + B = 90°
8= 90° — 55°

8 =35°

Odp. a = 55°, 3 = 35°.

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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Kat wpisany « jest oparty na tym samym tuku co kat $rodkowy 110°, dlatego jest dwa razy
mniejszy.

>
Ié\ 250° + 110° = 360°
N

Kat wpisany [ jest oparty na tym samym tuku co kat érodkowy 250°, dlatego jest dwa razy
mniejszy.

o = 125°

_250°
)
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Twierdzenie Pitagorasa

W kazdym tréjkacie prostokatnym:

c
b
a? +b% = ¢2
a
Przyktady:
)
3
a="
a? + 3% = 52 62 +42 = 2
a®=25-9 > =36+ 16
a = \/]. :4 = 5 =
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

> Przez punkt A poprowadzono styczna do okregu o promieniu 3cm. Odlegtos¢ punktu A
od érodka okregu wynosi 5¢cm. Znajdz odlegtoéé punktu A od punktu stycznodci.
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Przez punkt A poprowadzono styczna do okregu o promieniu 3 cm. Odlegto$¢ punktu A od
$rodka okregu wynosi 5cm. Znajdz odlegto$é punktu A od punktu stycznosci.

Rozwiazanie:

. , . a
spis tresci
§ A
symbole 5
zgtos btad
13 kwiecien
Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa:
a® + 3% = 5
a®=25-9
a’® =16

a=+V16=4

Odp. Punkt A odlegly jest od punktu stycznosci o 4 cm.

matma235@02.pl

J



http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=485
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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> Okrag o promieniu 4 cm jest styczny zewnetrznie do okregu o promieniu 2 cm. Poprowa-
dzono prosta styczng do tych okregéw. Oblicz odlegtosci miedzy punktami stycznosci.
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

166%

repetytorlum

matma235@02.pl

Okrag o promieniu 4 cm jest styczny zewnetrznie do okregu o promieniu 2 cm. Poprowadzono
prosta styczna do tych okregéw. Oblicz odlegtosci miedzy punktami stycznosci.

Rozwiazanie:

Katy miedzy promieniami okregu a prosta styczna maja po 90°.

AB =6

Z twierdzenia Pitagorasa:

a2 +2%2 =62
a’®=36-4
a’® =32

0=V =6 2=4v3

Odp. Odlegtos¢ miedzy punktami stycznosci wynosi 44/2 cm.
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

166%

repetytorlum

matma235@02.pl

W okregu poprowadzono cieciwe o dtugosci 6 cm odlegta o 3 cm od $rodka okregu. Oblicz
dtugos¢ tukéw okregu, na ktére dzieli ten okrag cieciwa.

Rozwiazanie:

AN

N
Cieciwa AB o dtugoéci 6 cm jest podzielona przez punkt D na dwie réwne czeéci o dtugosci
3 cm. Zatem tréjkaty ADO i BDO s3 tréjkatami réwnoramiennymi z nastepujacymi katami.

o
AN
A& b
A D B
Z twierdzenia Pitagorasa r = 3\/§
Kat miedzy promieniami r okregu wynosi zatem 45° 4 45° = 90°.

Katy przy podstawie trdjkata
réwnoramiennego s3 réwne.

Korzystajac ze wzoru liczymy dtugos¢ tuku.

90° 1 1
11=3600 -2-77~3\/§=Z~6\/§7T:1§\/§7rcm

Dtugos$¢ drugiego tuku otrzymamy odejmujaé 1 od dtugosci okregu.
1 1 1
lo =27 -3vV2 — 15\/577 = 6v21 — 15\/% =4gmem

Odp. Okrag zostat podzielony na tuki o dtugosciach 1%7‘( cm i 4%7‘( cm.
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> W okregu poprowadzono cieciwe o dtugosci 6 cm odlegta o 3 cm od Srodka okregu. Oblicz
dtugos¢ tukéw okregu, na ktére dzieli ten okrag cieciwa.

> W kole o promieniu 4 cm poprowadzono cieciwe o dtugosci 4 cm. Oblicz pole powstatego
odcinka kofa.

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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W kole o promieniu 4 cm poprowadzono cieciwe o dtugosci 4 cm. Oblicz pole powstatego
odcinka kofta.

ar

Pole odcinka kota jest réwne polu wycinka kota zmniejszonego o pole tréjkata rownobocznego.
Pole tréjkata réwnobocznego:

z tw. Pitagorasa Pole tréjkata

22 4 h2 = 42 Po=1Y.qa-n
h?2= 16—4 P=1.4.23
h= V12=+4-3 By =
4 h= 2v3cm

\/5 cm?
Pole wycinka kota:

o=l

[0

P, = 2
3600
60°

P, = 42
360°
1 16

1By = 67T16 = Eﬂ' =227 cm?

Pole odcinka kofa
P:Pw—Pt:2§7r—4\/§% 3°314-4-1,73=84-6,9=15cm

Odp. Pole odcinka kota wynosi 1,5 cm?.
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Katy w tréjkacie

Suma wszystkich katéw w trdjkacie

wynosi 180°

o+ B+ =180°
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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katy w tréjkacie

nieréwnos¢ tréjkata
wysokos¢

Srodkowa

symetralna

dwusieczna

tréjkat réwnoramienny
tréjkat prostokatny

obwdd tréjkata

pole tréjkata

cechy przystawania tréjkatéw
cechy podobienstwa tréjkatéw
okrag opisany na tréjkacie
okrag wpisany w tréjkat

Tréjkat
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Dowolny bok tréjkata ma mniejsza dtugos$¢ od sumy dtugosci pozostatych bokdw.

Przyktady:

3< 442
4< 342
2< 344

Nieréwnos¢ trojkata

5< 3+4
4< 3+5
3< 5+4
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Wysokos¢ tréjkata

Wysokos¢ to odcinek taczacy wierzchotek trdjkata z podstawa lub jej przedtuzeniem pod
katem prostym. Kazdy tréjkat ma trzy wyskokosci.

Przyktady:

spis tresci

symbole y
13 kwiecien

Wysokosci lub ich przedtuzenia przecinaja si¢ w jednym punkcie.

matma235@02.pl

J
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Srodkowa tréjkata

Srodkowa to odcinek taczacy wierzchotek tréjkata ze érodkiem przeciwlegtego boku.

AN v\

spis tresci
symbole
zgtos btad
13 kwiecien

Srodkowe przecinaja sie w jednym punkcie.
Nazywamy go srodkiem ciezkosci tréjkata.

Srodek ciezkosci dzieli kazda érodkowa w stosunku 2:1.

A"& I

hSHES]
=1

matma235@02.pl
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symetralna

Symetralna boku tréjkata to prosta prostopadta do boku i przechodzaca przez jego $rodek.

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

Symetralne bokéw tréjkata przecinajg sie w jednym punkcie, ktéry jest srodkiem okregu
opisanego na tym trdjkacie.

matma235@02.pl
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dwusieczna

Dwusieczna kata to pétprosta dzielaca go na dwa réwne katy.

P VS N

Dwusieczne katéw tréjkata przecinaja sie¢ w jednym punkcie, ktéry jest srodkiem okregu
wpisanego w ten trdjkat.

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

Twierdzenie o dwusiecznej

matma235@02.pl
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Twierdzenie o dwusiecznej

spis tresci

symbole c \ d
zgtos btad

13 kwiecief Dwusieczna dzieli bok tréjkata na odcinki ¢ i d o dtugosciach spetniajacych réwnanie:

@
a

b

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

> Kat przy wierzchotku tréjkata réwnoramiennego ma 100°. Oblicz pozostate katy.
> Oblicz wysoko$¢ tréjkata réwnoramiennego o podstawie 6 cm i ramieniu 4 cm.

> Oblicz pole tréjkata réwnoramiennego o kacie przy wierzchotku 120° i ramieniu 6 cm.


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=499
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Tréjkat réwnoramienny

spis tresci
symbole
zgtos btad a — podstawa
b — ramiona

13 kwiecien W tréjkacie réwnoramiennym katy przy podstawie sg rowne.

PN

Wysokos¢ dzieli podstawe i kat przy wierzchotku tréjkata réwnoramiennego na dwie réwne
czesci.

<>

—— ——

odcinki o réwnej dtugosci

matma235@02.pl

J
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Kat przy wierzchotku tréjkata réwnoramiennego ma 100°. Oblicz pozostate katy.

Rozwiazanie:

<G>

[0} &)

spis tresci

symbole
zgtos btad

13 kwieciefi Katy w tréjkacie

o+ a+ 100° = 180°
2 = 180° — 100°
200 =280° /: 2
a = 40°
Odp. Katy w tréjkacie maja miare 40°, 40°, 100°.

matma235@02.pl
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Oblicz wysoko$¢ tréjkata réwnoramiennego o podstawie 6 cm i ramieniu 4 cm.

4 PN
. ¢ 3 o 3
spis tresci 6
symbole
zgtos btad
13 kwiecief Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa:
B2 432 =42
h?+9 =16
h? =16 -9
R =7

h:ﬁcm

Odp. Wysokos¢ tréjkata réwnoramiennego wynosi V7 em.

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

ARN

a

a — podstawa
h — wysokosé

Pole tréjkata

wzdr Herona: P = \/p —a)(p—b)(p—c)

p= %(a + b+ ¢) - potowa obwodu

1
P = —absina
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Oblicz pole tréjkata réwnoramiennego o kacie przy wierzchotku 120° i ramieniu 6 cm.

e

d

spis tresci

a
symbole
zgtos btad d
> sin60° = 5 > cos60° = %
13 kwiecien
43 _d L1 @
2 6 2 6
2d = 6/3 /:2 % = 6 /;2
d=3V3cm h=3cm

Podstawa: a = 2-d = 2-3v/3 = 63 cm
Polee  P=1ah=1.6v3-3=3V3 -3=9V3cm?

Odp. Pole tréjkata wynosi 9v/3 em?.

matma235@02.pl
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Tréjkat prostokatny

c a, b — przyprostokatne

spis tresci c — przeciwprostokatna

symbole - a
zgtos btad

13 kwiecien twierdzenie Pitagorasa

funkcje trygonometryczne

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

> Oblicz katy trdjkata prostokatnego, ktory jest jednoczesnie trojkatem réwnoramiennym.

> W tréjkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych ma dtugos¢ 4 cm, a kat przy niej 30°.
Oblicz pole i obwdd tego trdjkata.

> Oblicz wszystkie wysokosci w trdjkacie prostokatnym o przyprostokatnych 3 cm i 4 cm.
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Oblicz katy tréjkata prostokatnego, ktéry jest jednoczesnie trojkatem réwnoramiennym.

Rozwiazanie:

spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien
Katy w tréjkacie
o+ a+90° = 180°
2c0 = 180° — 90°
a=90°/:2
a = 45°

Odp. Katy w tréjkacie maja miare 45°, 45°, 90°.

matma235@02.pl
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W tréjkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych ma dfugos$¢ 4 cm, a kat przy niej 30°.
Oblicz pole i obwdd tego trdjkata.

spis tresci

symbole
zgtos btad

13 kwiecien

4
> tg30° = b > cos30° = —
4 c
V3 b V3 4
3 4 PG
mnozymy na krzyz mnozymy na krzyz
3b=4v3 /:3 V3c=8 /:V3
4 8 V3 8V3
= —V3c C= =m0 =5 = —(
; VR

Pole: P:%ah=l~ %\/_ %\/— 8\/_—22 3 cm?
Obwéd: Obw_4+4\/_+i: +—‘[—4+4\/§cm

matma235@02.pl Odp. Pole tréjkata wynosi 2%\/§ cm?, a obwéd 4 + 44/3 cm.
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Obwdéd wielokata
Obwéd dowolnego wielokatéw otrzymujemy dodajac dtugosci wszystkich bokdw.
Przyktady:
spis tresci
symbole 3 2
zgto$ btad 4 N Obw=44+2+3=9
4
13 kwiecien
3
3 S
Obw=4-3=12
3
5
3 3
Obw=2-54+2-3=10+6=16
5
1 5
3
4 Obw=4+5+1+3+2=27
matma235@02.pl 2
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Oblicz wszystkie wysokosci w tréjkacie prostokatnym o przyprostokatnych 3 cm i 4 cm.

Rozwiazanie:

Przyprostokatne w tréjkacie prostokatnym sa jednoczesnie wysokosciami. Pozostaje do zna-
lezienia trzecia wysoko$¢.

spis tresci
symbole ¢
zgtos btad

13 kwiecien :
Obliczamy dtugo$¢ przeciwprostokatnej
c=295cm
Obliczamy pole tréjkata na dwa sposoby
z przyprostokatnych z przeciwprostokatnej
P=2.3=6 P=1.5-h=23h
5
6==h
2
5 5
-h=26 / D=
2 2
b) 2 12 2
h=6:==6--=—=2-
2 5 5 5 "

matma235@02.pl

Odp. Wysokosci w tréjkacie majg dtugosé 3 cm, 4 cm, i 2% cm.
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c
3

4
spis tresci
symbole Twierdzenie Pitagorasa
zgtos btad
glos bl 42132 = 2
13 kwiecien 2=16+9

=25

2 =v25=5cm

matma235@02.pl
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Przystawanie wielokatow

Dwie figury nazywamy przystajacymi, gdy mozna je natozy¢ na siebie tak, aby doktadnie sie

pokryty.
spis tresci
symbole przystajace

13 kwiecien

przystajace &
prostokaty: %

przystajace
pieciokaty:

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Cechy przystawania tréjkatéw

Przystawanie wielokatéw

@
b
(bbb) bok — bok — bok
odpowiednie boki tréjkatéw sa réwne a

b
(bkb) bok — kat — bok b
odpowiednie dwa boki tréjkatéw sa réwne o 7l

i kat miedzy nimi.

(kbk) kat — bok — kat ﬁ
odpowiednie dwa katy trojkatéw sa réwne P Q
i bok do nich przylegty
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Podobienstwo wielkokatéw

Wielkokaty sa podobne, jezeli ich katy sa odpowiednio réwne, a boki proporcjonalne w skali

réwnej k.
spis tresci AN
symbole 9 v
e
zgtos btad 2 b
7
13 kwiecien
a v
E = Z =
Przyktad:

VA AV

12
12_18_24_15_3 2 3 4 25 1
4 6 8 5 12 18 24 15 6
matma235002.pl =3 kzl
6
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

100%

E
s
G
a
=

matma235@02.pl

Sprawdz, czy tréjkaty sa podobne.
> >

6 12 4 10
6 9 6 8

> Tréjkat o bokach 2, 5, 6 jest podobny do trdjkata, ktérego najkrétszy bok wynosi 8.
Oblicz pozostate boki tego trdjkata.

Sprawdz, czy tréjkaty sa podobne.

> >

> W stoneczny dzier chtopiec o wzroscie 1,6 m rzuca cieh o dtugosci 2 m. Oblicz wysoko$é
drzewa, ktoére rzuca cien o dtugosci 12 cm.
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h (bbb) bok — bok — bok

Jezeli boki tréjkatéw s3 proporcjonalne, to trékaty sa podobne.

c v
Ci :b

spis tresci

symbole a /

zgtos btad

13 kwiecien

~

|
o
ol

k — skala podobienstwa

matma235@02.pl

J
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h (bbb) bok — kat — bok

Jezeli tréjkaty maja jeden kat réwny, a ramiona tego kata sg proporcjonalne, to tréjkaty sa

podobne.
spis tresci b
b
zgtos btad a /

13 kwiecien

matma235@02.pl
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\ (bbb) kat — kat — kat

Jezeli katy tréjkatéw sa réwne, to trdjkaty sa podobne.

m

W praktyce, jezeli tréjkaty majg dwa katy réwne, to trzeci tez musi by¢ réwny.

M

spis tresci

symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J
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\ Sprawdz, czy trdjkaty sa podobne.

6 12
4{ i8

spis tresci 6 9
symbole
zgtos btad Cecha podobienstwa bok — bok — bok

Przyréwnujemy odpowiednie boki do siebie:
13 kwiecien

— najdtuzsze
123
8 2
— najkrétsze
6 3
4 2
— pozostate
9 3
6 2

Odp. Odpowiednie boki s proporcjonalne, zatem trdjkaty sa podobne.

matma235@02.pl

N /
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Sprawdz, czy tréjkaty sa podobne.

spis tresci 6 3
symbole
zgtos btad Cecha podobienstwa bok — bok — bok

Przyréwnujemy odpowiednie boki do siebie:
13 kwiecien

— najdtuzsze
10
9
— najkrétsze
4
3
— pozostate
8 4
6 3

Odp. Odpowiednie boki nie sa proporcjonalne, zatem tréjkaty nie sa podobne.

matma235@02.pl

J
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Tréjkat o bokach 2, 5, 6 jest podobny do trdjkata, ktérego najkrétszy bok wynosi 8. Oblicz
pozostate boki tego tréjkata.

Rozwiazanie:

spis tresci 8 b
zgtos btad 5 2

13 kwiecien

cecha bok — bok — bok

Przyréwnujemy najkrétsze boki do siebie i obliczamy skale podobienstwa.

Q o
Il

N =
&

0

S
Il

Odp. Pozostate boki maja dtugosci 20, 24.

matma235@02.pl

J
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Sprawdz, czy trdjkaty sa podobne

spis tresci 5 10

symbole
zgtos btad

13 kwiecien Rozwiazanie:

cecha podobienstwa bok — kat — bok

Tréjkaty maja kat o tej samej mierze. Przyréwnujemy do siebie ramiona tych katéw.

— najdtuzsze
10
— =9
)

— najkrétsze
6
— =9
3

Odp. Trojkaty maja jeden réwny kat, a jego ramiona s3 proporcjonalne, zatem tréjkaty sa
podobne.

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Sprawdz, czy trdjkaty sa podobne

Rozwiazanie:

cecha podobienstwa bok — kat — bok

Tréjkaty maja kat o tej samej mierze. Przyréwnujemy do siebie ramiona tych katéw.

— najdtuzsze
10 5
4 2
— najkrétsze
6
!
2

Odp. Tréjkaty maja jeden réwny kat, ale jego ramiona nie s3 proporcjonalne, zatem tréjkaty
nie s3 podobne.
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

166%

repetytorlum

matma235@02.pl

W stoneczny dzien chtopiec o wzroscie 1,6 m rzuca cien o dtugosci 2 m. Oblicz wysoko$¢
drzewa, ktére rzuca cien o dtugosci 12 cm.

ﬁ}, f«"& Ax
2m

12 m

Tréjkaty maja te same katy, poniewaz:
— s3 to trdjkaty prostokatne
— kat padania & promieni stonecznych jest taki sam dla drzewa jak i dla chtopca.

Tréjkaty o tych samych katach na podstawie cechy kat — kat — kat sa podobne, a wiec ich
odpowiednie boki sa proporcjonalne.

1,6 2
h 12

h-2=1,6-12 /:2
h=9,6

Odp. Drzewo ma wysoko$¢ 9,6 m.
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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wzory, twierdzenia, definicje

definicja funkcji

Pojecia opisujace funkcje:

Funkcja i jej wtasnosci

dziedzina ® réznowartoséciowo$é
zbiér wartosci (przeciwdziedzina) ® parzysto$¢ i nieparzystosé
miejsce zerowe ® okresowos¢
monotonicznosé

funkcja liniowa

proste réwnolegte i prostopadte

przesuwanie wykresu funkcji

& praghlady =
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Znajdz dziedzine funkcji.

> f(z) =3z +9

> f(2) = sy

> f(z)=v4-—2z

> f(x)

= 2216
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\ Funkcja wykfadnicza

wzory, twierdzenia, definicje
e funkcja wyktadnicza
® potegowanie

spis tresci

symbole & przyklady =

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwiaz réwnania:
> 4a:+2 — 8390—1

> (0725)22:—1 — (\/§)$+4

> 92x+3 _ 3@
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwiaz nieréwnosci:
> 3396—1 < 3290-1—4

> (

2

3

)422—2

> (

9

4

)222—3

> (07 2)42:—1 < (0,2)234-2
1-x
> 4(v/8)* 73 < (452162)

> (0,125)® > 453
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

przyktady

granica wiasciwa funkcji w punkcie
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

bok — bok — bok

/N

Cechy podobienstwa tréjkatow

bok — kqt — bok

/O

kgt — kat — kqt
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Ten ebook jest z 13 kwietnia 2006r.

Najnowsza wersja:

www.matma.boo.pl

www.matma235.prv.pl
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Twierdzenie Talesa

Jezeli ramiona kata przetniemy prostymi réwnolegtymi, to otrzymamy odcinki proporcjonalne.

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

Przyktad:

matma235@02.pl
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\ Wyznacz dtugosci odcinkéw x, y.

Rozwiazanie:
3
. , . 6
SpIs tresci
symbole 4
zgtos btad / / /
2 T )

13 kwiecien

Na podstawie twierdzenia Talesa przyréwnujemy do siebie odpowiednie odcinki.

4 6 4 3
2 2
mnozymy na krzyz
dr= 2-6 494=2-3
6 3
:3 = - = —
’ YT17 32

matma235@02.pl
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\ Wyznacz dtugosci odcinkéw x, y.

Rozwiazanie:
. , . 2
SpIs tresci y
symbole 5
zgtos btad ~ 3 5

13 kwiecien

Na podstawie twierdzenia Talesa przyréwnujemy do siebie odpowiednie odcinki.

5 2 y 2

z 6 36
mnozymy na krzyz

2= 5-6 /:2 6y=6 /:6

z= 15 y=1

matma235@02.pl
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A R

Wyznacz dtugosci odcinkéw z, y.

> >

spis tresci
symbole
zgtos btad 4

2/« [v]

13 kwiecien

> Podziel konstrukcyjnie odcinek na trzy réwne czesci.

> Podziel konstrukcyjnie odcinek w stosunku 2:3.

matma235@02.pl
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Podziel konstrukcyjnie odcinek na trzy réwne czesci.
Rozwiazanie:
Konstrukcje w geometrii wykonujemy wykorzystujac tylko cyrkiel i linijke.
Rysujemy odcinek.
spis tresci
symbole
zgtos btad
13 kwiecien A B
Rysujemy pétprosta.
A B
dalej
matma235@02.pl

J
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Zaznaczamy cyrklem na pétprostej trzy réwne odcinki o dowolnej dtugosci.
E
D
spis treéci C
symbole
zgtos btad A B
13 kwiecien
Przez punkty E i B prowadzimy prosta.
E
D
C
A B
dalej
matma235@02.pl
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Przez punkty C'i D prowadzimy proste réwnolegte do pierwszej.

E

spis tresci
symbole

zgtos btad A B

13 kwiecien

Odcinek AB zostat podzielony na trzy czesci. To ze s3 réwne wynika z twierdzenia Talesa.

matma235@02.pl
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Podziel konstrukcyjnie odcinek w stosunku 2:3.

Rozwiazanie:

Dzielimy odcinek na 5 czesci podobnie jak tutaj.

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

Odcinek AB zostat podzielony na pie¢ czesci. To ze s3 réwne wynika z twierdzenia Talesa.
Punkt C' dzieli odcinek AB w stosunku 2:3.

matma235@02.pl
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okrag opisany na tréjkacie

spis tresci

symbole
zgtos btad

13 kwiecien a a — dowolny bok

2sin « v — kat naprzeciw tego boku

promien: [ =

Tréjkat oparty na Srednicy jest prostokatny.

Srodek okregu opisanego na tréjkacie znajdujemy rysujac symetralne bokéw tréjkata.

matma235@02.pl \/
J/
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okrag wpisany w trdjkat

promien okregu:

@
. - b 2P
spis tresci r= e P - pole tréjkata
symbole L
zgtos btad a

13 kwiecien

Srodek okregu wpisanego w tréjkat znajdujemy rysujac dwusieczne katéw tréjkata.

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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J

twierdzenie cosinuséw

Jezeli mamy dtugos¢ dwéch bokéw tréjkata i kat jaki tworzg, to mozemy wyznaczy¢ dtugosé
trzeciego.

2 =a® +b% — 2abcos~y

przyktady
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twierdzenie cosinuséw

> > >
spis tresci =7 3 @ 4 E e=7
symbole m A <N
5 C = ? 3

zgtos btad

13 kwiecien
> Dwa boki tréjkata maja dtugosé 3 cm i 4 cm i tworzg kat 60°. Oblicz dtugo$¢ trzeciego.

matma235@02.pl
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30°

spis tresci

symbole Rozwiazanie:

zgtos$ bfad twierdzenie cosinuséw

?=5244%2_2.5.4-cos30°

V3

c2=25+16—40-7 >

13 kwiecien

2 =41-20V3

c=1/41-20V3

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rozwiazanie:

twierdzenie cosinuséw
2=324+4%2_-2.3.4-cos120°
c? =94 16 — 24 cos 120°

cos(180° — ) = —cos
cos 120° = cos(180° — 60°) = — cos 60° e —%
1

2 pr— — . ——
cc=25—-24 ( 2)
c=25+12
2 =37
c =37
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Rozwiazanie:

twierdzenie cosinuséw
2=324+52-2.3.5.cos150°
2 =9+ 25— 30cos 150°

cos(180° — a) = — cos

3
c0s 150° = cos(180° — 30°) = — cos 30° = _g

2 _ V3
?=34-30- <—7>

2 =25+ 15V3

c=1/254+15V3
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/o)

spis tresci

symbole Rozwiazanie:

zgtos$ bfad twierdzenie cosinuséw

13 kwiecien 2 =32142_9.3.4-cos60°
1

c2=9+16—24-§ >

2 =25-12

c=V13

Odp. Trzeci bok ma dtugo$¢ /13 cm.

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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J

twierdzenie sinuséw

Dzielac dtugos$é dowolnego boku tréjkata przez sinus kata naprzeciwko otrzymujemy ten sam
wynik.

a b @

sina  sinfg  sinvy

przyktady
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twierdzenie sinuséw

> >
spis tresci b c b @ 3
symbole ﬁ
h 45° 15°
zgtos btad 1 p
13 kwiecien b—=? =7 a=7 b=2

> W trdjkacie dwa boki maja dtugos¢ 6 cm i 3v/6 cm. Naprzeciw boku o dtugosci 6 cm jest
kat o mierze 45°. Oblicz pozostate katy tréjkata.

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole Rozwigzanie:
zgto$ btad twierdzenie sinuséw
13 kwiecien 4 b 4 _c
sin45°  sin60° sind5°  sin75°

4 b . 4 ¢ .

V2 B 0,71 0,97

2 2

2 3

%b:él% 0,71c =4-0,97 /:0,71
2 2
V2 oz [ Y2 c =5,46
2 2
2
b=2v3
V2
po A3 _4V3 V2 4VE
V2 V2 V2 2
matma235@02.pl b =26
Odp. Pozostate boki tréjkata maja dtugoéé 21/6 cm i 5,46 cm.
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b 3
15° 15
a
Rozwiazanie:
spis tresci twierdzenie sinuséw
symbole
zgto$ btad 3 a 3 b
sin45°  sin 120° sin 45° sin 15°

13 kwiecien

na podstawie sin(180° — «) = sin«

sin120° = sin(180° — 60°) = sin 60° = ‘/75
B _ e 4 _ e
Z 0,71 _ 0,97
V2 3 V2
S a=3— [ le =4. 20,71
5 =3 / 5 0,7lc =4-0,97 /:0,7
3v3 2 33
o=— —==—= b =1,1
2 V2 V2
_ 33 V2 3V6
V2 V22

2 2.pl
ETELE S Odp. Pozostate boki trojkata majg dtugosé 342@ cmi 1,1 cm.

J
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

W tréjkacie dwa boki maja dtugoéé 6 cm i 3v/6 cm. Naprzeciw boku o dtugoéci 6 cm jest
kat o mierze 45°. Oblicz pozostate katy tréjkata.

Rozwiazanie:

siny = ﬁ
T

poniewaz sin(180° — ~) = sin~y

3 3

siny = - sin(180° — ) = %

v = 60° 180° — v = 60°

vy = 60° — 180°
~v = 120°
Istnieja dwa katy «y dla ktérych siny = \/Tﬁ
> o 4 60° 4+ 45° = 180° > a4 120° 4+ 45° = 180°
a = 180° — 60° — 45° a = 180° — 120° — 45°
a=T75° a=15°

Odp. Otrzymaliémy dwa tréjkaty spetniajace warunki zadania. Jeden ma katy 75°, 60°, 45°,
a drugi 15°, 120°, 45°.
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twierdzenie sinuséw

spis tresci
symbole 6 36

zgtos btad sin45°  sin~y

6  3V6

~ siny

13 kwiecien

N

2
6siny = % -3vV6

312 3V4-3  3-2V3
2 2 2

6siny =

6siny=3v3 /:6

sin _ 33

=%
) V3
sm'y—7

matma235@02.pl
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Matura z matematyki

Na razie nie ma rozwigzania tego zadania. Planuje jednak je napisa¢. Ten ebook pochodzi z
13 kwietnia, moze w aktualnej wersji juz jest.

spis tresci
symbole

Najnowsza wersja: www.matma.boo.pl www.matma235.prv.pl
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl



http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=555
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl
http://www.matma.boo.pl
http://www.matma235.prv.pl

spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

100%

E
s
G
a
=

matma235@02.pl

Matura z matematyki — maj 2005

> Zadanie 1 (3 pkt)

W pudetku sa trzy kule biate i pie¢ kul czarnych. Do pudetka mozna albo dotfozy¢ jedna kule
biata albo usunaé z niego jedna kule czarng, a nastepnie wylosowaé z tego pudetka jedna
kule. W ktérym z tych przypadkéw wylosowanie kuli biatej jest bardziej prawdopodobne?
Wykonaj odpowiednie obliczenia.

> Zadanie 2 (4 pkt)
Dany jest ciag (ay,), gdzie a,, = 3,2_121 dlan =1,2,3... Wyznacz wszystkie wyrazy tego
ciggu wieksze od %

> Zadanie 3 (4 pkt)
Dany jest wielomian W (z) = 23 + ka? — 4
a) Wyznacz wspétczynnik k tego wielomianu wiedzac, ze wielomian ten jest podzielny
przez dwumian x + 2.
b) Dla wyznaczonej wartosci k roztéz wielomian na czynniki i podaj wszystkie jego
pierwiastki.

> Zadanie 4 (5 pkt)

Na trzech pétkach ustawiono 76 ptyt kompaktowych. Okazato sie, ze liczby ptyt na pdétkach
gobrnej, srodkowej i dolnej tworza rosnacy ciag geometryczny. Na Srodkowej pdtce stoja 24
ptyty. Oblicz, ile ptyt stoi na pdtce gornej, a ile ptyt stoi na péice dolnej.
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Matura z matematyki — maj 2005

> Zadanie 5 (4 pkt)

Sklep sprowadza z hurtowni kurtki ptacac po 100 zt za sztuke i sprzedaje $rednio 40 sztuk
miesiecznie po 160 zt. Zaobserwowano, ze kazda kolejna obnizka ceny sprzedazy kurtki o 1 zt

spis tresci
symbole zwieksza sprzedaz miesieczng o 1 sztuke. Jaka cene kurtki powinien ustali¢ sprzedawca, aby

2gtoé blad jego miesieczny zysk byt najwiekszy?

> Zadanie 6 (6 pkt)
Dane sa zbiory liczb rzeczywistych:

A={x:|z+2| <3}
B={z:(2x—1)% <8z® — 132% 4 6z + 3}
Zapisz w postaci przedziatéw liczbowych zbiory A, B, AN B, oraz B — A.

13 kwiecien

matma235@02.pl

J
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Matura z matematyki — maj 2005

> Zadanie 7 (5 pkt)
W ponizszej tabeli przedstawiono wyniki sondazu przeprowadzonego w grupie uczniéw, do-

tyczacego czasu przeznaczonego dziennie na przygotowywanie zadah domowych.

spis tresci

symbole
zgto$ btad Czas _ 1 5 3 4
(w godzinach)
13 kwiecien
Lechs 5 10 15 10
ucznidéw
4
J Ma L . .
i m;::::;ﬂl:: | a) Naszkicuj diagram stupkowy ilustrujacy
: ‘IOOO/ wyniki tego sondazu
©/ b) Oblicz érednia liczbe godzin, jaka
uczniowie przeznaczaja dziennie na
It R przygotowanie zadan domowych.

c) Oblicz wariancje i odchylenie
standardowe  czasu  przeznaczonego
dziennie na  przygotowanie zadan

R domowych. Wynik podaj z doktadnoscia
matma235@02.pl > do 0,01.
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

100%

E
s
G
a
=
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Matura z matematyki — maj 2005

> Zadanie 8 (6 pkt) ¢
Z kawatka materiatu o ksztatcie i wymiarach czworo-

kata ABC'D (patrz na rysunek obok) wycieto okragta =
serwetke o promieniu 3 dm. Oblicz, ile procent catego 10 dmn
materiatu stanowi jego niewykorzystana cze$¢. Wynik 6,3 dm
podaj z dokfadnoscia 0, 01 procenta.
A

> Zadanie 9 (6 pkt)

Rodzenstwo w wieku 8 i 10 lat otrzymato razem w spadku 84100 zt. Kwote te ztozono w
banku, ktéry stosuje kapitalizacje roczna przy rocznej stopie procentowej 5%. Kazde z dzieci
otrzyma swoja czeé¢ spadku z chwila osiagniecia 21 lat. Zyczeniem spadkodawcy byto takie
podzielenie kwoty spadku, aby w przysztosci obie wyptacone czesci spadku zaokraglone do
1 zt byty réwne. Jak nalezy podzieli¢ kwote 84100 zt miedzy rodzenstwo? Zapisz wszystkie
wykonane obliczenia.

> Zadanie 10 (7 pkt)

W ostrostupie czworokatnym prawidtowym wysokosci przeciwlegtych Scian bocznych popro-
wadzone z wierzchotka ostrostupa maja dtugosci h i tworza kat o mierze 2cv. Oblicz objetosé
tego ostrostupa.
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Matura z matematyki

matura poprawkowa styczen 2006 podstawowa  rozszerzona

matura prébna grudzien 2005 podstawowa rozszerzona
spis tresci matura maj 2005 podstawowa  rozszerzona
symbole matura maj 2003 podstawowa  rozszerzona
2glos biad matura styczen 2003 podstawowa rozszerzona
1% lwiecierd matura maj 2002 podstawowa

matura prébna wrzesien 2001 podstawowa

Zadania i rozwigzania napisatem na podstawie oryginalnych arkuszy egzaminacyjnych i modeli
odpowiedzi dostepnych na stronach CKE.

matma235@02.pl
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Matura z matematyki — maj 2005

> Zadanie 11 (3 pkt)
Wyznacz dziedzine funkgji f(z) = log,>_5 (23 + 422 — x — 4) i zapisz ja w postaci sumy
przedziatéw liczbowych.

spis tresci

symbole
> Zadanie 12 (4 pkt)

Dana jest funkcja: f(x) = cosz — /3sinz, z € R.
a) Naszkicuj wykres funkgji f.
b) Rozwiaz réwnanie: f(x) = 1.

zgtos btad

13 kwiecien

v

2m

|
N
3
|
|
3
([
ISJE]
ISIE]
3
o

matma235@02.pl
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Matura z matematyki — maj 2005

> Zadanie 13 (4 pkt)

Rzucamy n razy dwiema symetrycznymi szesciennymi kostkami do gry. Oblicz, dla jakich n
spis treéci prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej raz tej samej liczby oczek na obu kostkach jest
symbole mniejsze od 162—7916.

zgtos btad

> Zadanie 14 (5 pkt)
. 14447+...+(Bn-2)
Oblicz: 1
e B+ T+ 9+... + (2n+3)

13 kwiecien

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

106%,

D Mo P g
W o CORCTINA 1 ADRIA

repetytorlum
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Matura z matematyki — maj 2005

> Zadanie 15 (4 pkt)
W dowolnym tréjkacie ABC' punkty M i N sa odpowiednio érodkami bokéw AC' i BC'
Rys. 1 &

M N

A B
Zapoznaj sie uwaznie z nastepujacym rozumowaniem:

Korzystajac z wtasnosci wektoréw i dziatan na wektorach, zapisujemy réwnosci:

— — —_— ——
(1) MN = MA + AB + BN
oraz

—_— —_— —_—
(2) MN = MC +CN

Po dodaniu réwnosci (1) i (2) stronami otrzymujemy:
—_— —_— — — — —
2-MN =MA +MC +AB + BN +CN
— — —_— e
MC = —-MA orazCN = —BN , wiec:
—_— —_— — — s ——
2-MN =MA —MA + AB + BN — BN

—_— - @ — —
2-MN =0+AB + 0

- —
MN = 35-AB

Wykorzystujac wtasnosci iloczynu wektora przez liczbe, ostatnig réwno$¢ mozna zinterpreto-

wacé nastepujaco:

odcinek laczacy srodki dwéch bokéw dowolnego tréjkata jest réwno-

legly do trzeciego boku tego tréjkata, zas jego dlugosé jest réwna

potowie dlugosci tego boku.
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Matura z matematyki — maj 2005

> Zadanie 16 (5 pkt)

Szescian o krawedzi dtugosci a przecigto ptaszczyzng przechodzaca przez przekatna podstawy
i nachylona do ptaszczyzny podstawy pod katem %.Sporzadi odpowiedni rysunek. Oblicz pole
otrzymanego przekroju.

> Zadanie 17 (7 pkt)
Wykaz, bez uzycia kalkulatora i tablic, ze 3/5\/5 + 7 — %/5\/_ — 7 jest liczba catkowita.

> Zadanie 18 (8 pkt)
Pary liczb (xz,y) spetniajace ukfad réwnan:

—dr? +y?+2y+1=0
—22+y+4=0

sa wspbtrzednymi wierzchotkéw czworokata wypuktego ABCD.
a) Wyznacz wspétrzedne punktéw: A, B, C, D.
b) Woykaz, ze czworokat ABC'D jest trapezem réwnoramiennym.
c) Wyznacz réwnanie okregu opisanego na czworokacie ABC'D.

> Zadanie 19 (10 pkt)

Dane jest réwnanie: 22 + (m — 5)z + m? + m + 1 = 0.

Zbadaj, dla jakich warto$ci parametru m stosunek sumy pierwiastkow rzeczywistych réwnania
do ich iloczynu przyjmuje wartosé¢ najmniejsza. Wyznacz te wartosé.
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> Zadanie 1 (4 pkt)
Wielomian P(z) = 23 — 212 4 20 rozt6z na czynniki liniowe, to znaczy zapisz go w postaci
iloczynu trzech wielomianéw stopnia pierwszego.

> Zadanie 2 (4 pkt)

W roku 2005 na uroczystosci urodzin zapytano jubilata, ile ma lat. Jubilat odpowiedziat:
wJesli swéj wiek sprzed 10 lat pomnoze przez swdj wiek za 11 lat, to otrzymam rok mojego
urodzenia”. Utéz odpowiednie réwnanie, rozwiaz je i zapisz, w ktérym roku urodzit sie ten
jubilat.

> Zadanie 3 (5 pkt)
x+2 dlaz(—1,1)

Funkcja f(x) jest okreélona wzorem: f(z) = { “(@—1)? dazel,3)

a) Sprawdz, czy liczba a = (0, 25) 75 nalezy do dziedziny funkji f(z).
b) Oblicz f(2) oraz f(3).

c) Sporzadz wykres funkcji f(x).

d) Podaj rozwiazanie réwnania f(x) = 0.

e) Zapisz zbiér wartoéci funkgji f ().
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Matura prébna z matematyki — grudzien 2005

> Zadanie 4 (6 pkt)

W uktadzie wspétrzednych sa dane dwa punkty: A = (=2,2) i B = (4,4).

a) Wyznacz réwnanie prostej AB.

b) Prosta AB oraz prosta o réwaniu 9z — 6y — 26 = 0 przecinaja sie w punkcie C.
Oblicz wspétrzedne punktu C'.

c) Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka AB.

> Zadanie 5 (5 pkt)

Nieskonczony ciag liczbowy (a,,) jest okreslony wzorem a, = 4n — 31, n = 1,2,3,...
Wyrazy ay, G41, Gi+2 danego ciagu (a,,), wziete w takim porzadku, powiekszono: wyraz
ar o1, wyraz ag4+1 0 3 oraz wyraz aj42 0 23. W ten sposdb otrzymano trzy pierwsze wyrazy
pewnego ciggu geometrycznego. Wyznacz k oraz czwarty wyraz tego ciggu geometrycznego.

> Zadanie 6 (4 pkt)

Do szkolnych zawodéw szachowych zgtosito sie 16 uczniéw, wsrdd ktérych byto dwéch fa-
worytéw. Organizatorzy zawoddw zamierzaja losowo podzieli¢ szachistéw na dwie jednakowo
liczne grupy eliminacyjne, Niebieska i Zétta. Oblicz prawdopodobiefistwo zdarzenia polega-
jacego na tym, ze faworyci tych zawoddéw nie znajda sie w tej samej grupie eliminacyjne;j.
Koncowy wynik obliczen zapisz w postaci utamka nieskracalnego.
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> Zadanie 7 (3 pkt)

c
Aby wyznaczyé wszystkie liczby catkowite ¢, dla ktérych liczba postaci jest takze
c—
liczba catkowita mozna postapi¢ w nastepujacy sposéb:
a) Wyrazenie w liczniku utamka zapisujemy w postaci sumy, ktérej jednym ze skfadnikéw
jest wyrazenie z mianownika:

c—3 (c—5)+2

c—5  ¢—5

b) Zapisujemy powyzszy utamek w postaci sumy liczby 1 oraz pewnego utamka:

c—5+2 c—5 2 2
= :1 _—
c—5 c—5+cf5 +075

c) Zauwazmy, ze utamek

2
5 jest liczba catkowita wtedy i tylko wtedy, gdy liczba
(c — 5) jest catkowitym dzielnikiem liczby 2, czyli (¢ — 5) € {—1,1,—2,2}.
d) Rozwigzujemy kolejno réwnaniac —5=—1, ¢—5=1, ¢—5=-2, ¢c—5=2,

c
i otrzymujemy  odpowiedZ: liczba postaci ———  jest catkowita dla:

c—95
e=de=6e=8e=T7.

Rozumujac analogicznie, wyznacz wszystkie liczby catkowite @, dla ktérych liczba postaci

3 jest liczba catkowita.
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> Zadanie 8 (5 pkt)

Matura prébna z matematyki — grudzien 2005

W kwadrat ABC'D wpisano kwadrat EF'GH, jak pokazano na ponizszym rysunku. Wie-
dzac, ze |AB| = 1 oraz tangens kata AE'H réwna sig % oblicz pole kwadratu EFGH.

> Zadanie 9 (7 pkt)

D G C
F

H

A E B

Liczbe naturalng t,, nazywamy n-tg liczba tréjkatna, jezeli jest ona suma 1 kolejnych, po-
czatkowych liczb naturalnych. Liczbami tréjkatnymi sa zatem: t; = 1, o = 1+ 2 = 3,
ts=14+24+3=6,t4=14+24+3+4=10,t5=1+24+34+4+5 = 15. Stosujac

te definicje:

a) wyznacz liczbe t17.

b) utéz odpowiednie réwnanie i zbadaj, czy liczba 7626 jest liczba tréjkatna.
c) wyznacz najwieksza czterocyfrowg liczbe tréjkatna.
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Matura prébna z matematyki — grudzien 2005

> Zadanie 10 (7 pkt)

Pole powierzchni catkowitej prawidtowego ostrostupa tréjkatnego réwna sie 144V/3, a pole
jego powierzchni bocznej 96+/3. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.
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Matura prébna z matematyki — grudzien 2005

> Zadanie 11 (6 pkt)
Wyznacz wszystkie liczby catkowite k, dla ktérych funkcja f(z) = 22 — 2~ . 2 +2F + %
przyjmuje wartosci dodatnie dla kazdego = €R.

> Zadanie 12 (5 pkt)

Powyzszy rysunek przedstawia fragment wykresu pewnej funkcji wielomianowej W () stop-
nia trzeciego. Jedynymi miejscami zerowymi tego wielomianu s liczby (—2) oraz 1, a po-
chodna W'(—2) = 18.
a) Wyznacz wzér wielomianu W (z).
b) Wyznacz réwnanie prostej stycznej do wykresu tego wielomianu w punkcie

o odcietej x = 3.
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Matura prébna z matematyki — grudzien 2005

> Zadanie 13 (5 pkt)

Sporzadz wykres funkgji f(x) = i—:g’ a nastepnie korzystajac z tego wykresu, wyznacz
wszystkie wartoéci parametru k, dla ktérych réwnanie i—:g = k, ma dwa rozwigzania,

ktérych iloczyn jest liczba ujemna.

> Zadanie 14 (4 pkt)
Niech A, B C Q beda zdarzeniami losowymi, takimi ze P(A) = & oraz P(B) = .
Zbadaj, czy zdarzenia A i B s3 rozfaczne.

=

> Zadanie 15 (5 pkt)

Dany jest nieskonczony ciag geometryczny postaci: 2, L, L, 2 ,
p—1" (p—1)2 (p—1)3

wszystkie wartosci p, dla ktérych granica ciagu jest liczba:

a) 0.

b) 2.

... Wyznacz

> Zadanie 16 (7 pkt)

Dane jest réwnanie postaci (cosx —1)-(cosz+p—+1) = 0, gdzie p € R jest parametrem.

a) Dla p = —1 wypisz wszystkie rozwiazania tego réwnania nalezace do przedziatu (0;5).

b) Wyznacz  wszystkie ~wartosci  parametru  p, dla  ktérych dane réwnanie
ma w przedziale (—7; ) trzy rézne rozwigzania.
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Matura prébna z matematyki — grudzien 2005

> Zadanie 17 (4 pkt)

W tréjkacie prostokatnym ABC (/BCA = 90°) dane sa dtugoéci przyprostokatnych:
|BC| = a i |CA| = b. Dwusieczna kata prostego tego tréjkata przecina przeciwprosto-
katna AB w punkcie D. Wykaz, ze dtugo$¢ odcinka C'D jest réwna 5—_& -v/2. Sporzadz
pomocniczy rysunek uwzgledniajac podane oznaczenia.

> Zadanie 18 (8 pkt)

Oblicz miary katéw dowolnego czworokata wpisanego w okrag o promieniu R = 5\/5,

wiedzac ponadto, ze jedna z przekatnych tego czworokata ma dtugosé¢ 10, zas iloczyn sinuséw
wszystkich jego katéw wewnetrznych jest réwny %.
> Zadanie 19 (6 pkt)

Korzystajac z zasady indukcji matematycznej, udowodnij, ze kazda liczba naturalnan > 5
spefnia nieréwnoé¢ 2" > n? +n — 1.
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) Zadanie 1 (4 pkt)
Wielomian P(z) = 2% — 212 + 20 rozt6z na czynniki liniowe, to znaczy zapisz go w postaci
iloczynu trzech wielomianéw stopnia pierwszego.

Rozwiazanie:

rozktad wielomianu na czynniki

spis tresci
symbole P(z) =2° - 21z + 20

zgto$ btad =23 — 2 — 20z + 20

=2(z? — 1) — 20(z — 1)
Eo(e—1)(z+1)—20(z—1)
= (z—1)(z(x+ 1) — 20)

= (x — 1)(z® + = — 20)

13 kwiecien

Obliczamy pierwiastki wyrazenia 2% + x — 20.
A=12-4-1-(-20)=1+80=281

VA =Bl=9
“1-9 —10
S P s R
~1+9 8
= :—:4
=571 T3

postaé iloczynowa: (z — (—=5)) (x —4) = (z + 5)(z — 4).

Odp. P(x) = (x — 1)(3 + 5)(x — 4).
matma235@02.pl (@) =( )( ) )

J
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h Zadanie 2 (4 pkt)

W roku 2005 na uroczystosci urodzin zapytano jubilata, ile ma lat. Jubilat odpowiedziat:
Jesli swoj wiek sprzed 10 lat pomnoze przez swéj wiek za 11 lat, to otrzymam rok mojego
urodzenia”. Utéz odpowiednie réwnanie, rozwiaz je i zapisz, w ktérym roku urodzit sie ten
jubilat.

spis tresci Rozwiazanie:

symbole T — obecny wiek jubilata
zgto$ btad x— 10 — wiek jubilata 10 lat temu
xz+11 — wiek jubilata za 11 lat

13 kwiecien 2005 —x - rok urodzenia jubilata

(z — 10)(z + 11) = 2005 — x
2% + 11z — 10z — 110 = 2005 — z
224+ 2 —110—2005+2 =0

MaTEMATYKA | 2 +22—2115=0
matura na

‘IO,Q'%/ Obliczamy pierwiastki:

E
s
G
a
=

A=22_4.1-(—2115) =4 + 8460 = 8464 /A = /8464 = 92

@ —2-92 —o4 92492 90
5 " T = = — =47 To = + = — =

— = = — e 45
oy s 2-1 2 2-1 2

Jubilat ma 45 lat i urodzit sie w roku 2005-45=1960.

Odp. Jubilat urodzit sie w 1960 roku.

matma235@02.pl
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A Zadanie 5 (5 pkt)

Nieskonczony ciag liczbowy (a.,) jest okreslony wzorem a, = 4n — 31, n = 1,2,3,...
Wyrazy ay, a1, Gr+2 danego ciagu (a,), wziete w takim porzadku, powiekszono: wyraz
ar ol, wyraz ag4+1 0 3 oraz wyraz aj42 0 23. W ten sposdb otrzymano trzy pierwsze wyrazy
pewnego ciggu geometrycznego. Wyznacz k oraz czwarty wyraz tego ciagu geometrycznego.

spis tresci Rozwiazanie:

symbole

zgtos btad a, = 4n — 31

Qg =4k — 31
ape1 =4(k+1) —31 =4k +4—31 =4k — 27
arro =4(k+2) — 31 =4k +8 — 31 = 4k — 23

trzy pierwsze wyrazy ciagu geometrycznego:
ap +1 =4k —-31+1=4k—30
ap41+3 =4k —274+3 =4k —24
apyo + 23 = 4k — 23 + 23 = 4k

13 kwiecien

B MATEM,ATYKA |
q matura na

g o
2 100/0/ korzystamy z wtasnosci ciggu geometrycznego:

@/ (4k — 24)% = (4k — 30) - 4k
16k2 — 192k + 576 = 16k — 120k
16k? — 192k + 576 — 16k* + 120k =0

—192k + 576 + 120k = 0

—72k 4+ 576 =0
—T72k = =576 /:(-72)
matma2350@02.pl P

/ dalej
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\ Dla k = 8 trzy pierwsze wyrazy ciagu geometrycznego wynosza:
4k —-30=4-8-30=2

4k —24=4-8-24 =38

4k =4.-8=32

iloraz ciaggu geometrycznego:

spis tresci
symbole 8=2-¢q
zgto$ btad qg=41

13 levftacic? czwarty wyraz ciggu geometrycznego: 32 - 4 = 128.

Odp. k = 8, a czwarty wyraz ciggu geometrycznego: 128.

matma235@02.pl
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Zadanie 6 (4 pkt)

Do szkolnych zawodéw szachowych zgtosito sie 16 uczniéw, wsréd ktérych byto dwéch fa-
worytéw. Organizatorzy zawoddw zamierzajg losowo podzieli¢ szachistéw na dwie jednakowo
liczne grupy eliminacyjne, Niebieska i Zétta. Oblicz prawdopodobiefistwo zdarzenia polega-
jacego na tym, ze faworyci tych zawoddw nie znajda sie w tej samej grupie eliminacyjnej.
Koncowy wynik obliczen zapisz w postaci utamka nieskracalnego.

Rozwiazanie:

16 uczniéw dzielimy na dwie grupy wybierajac 8 uczniéw do grupy Niebieskiej. Ci co zostang
beda w grupie Zéttej. 8 oséb z 16 mozna wybraé na tyle sposobéw:

16 16! 8.9.10-11-12-13-14-15-16

8 16 —8)! -8 8/-1-2-3-4-5-6-7-8

Dwéch faworytéw mozemy przydzieli¢ do grupy Niebieskiej i Zéttej na 2 sposoby. Pierwszy
do Niebieskiej drugi do Zéttej lub odwrotnie. Pozostatych 14 uczniéw dzielimy na dwie grupy
wybierajac 7 uczniéw do grupy Niebieskiej. Ci co zostana beda w grupie Zéttej. W ten sposéb
mozemy wybra¢ grupy na tyle sposobdw:

14 14!
Al=2.-C7, =2 ) P ——
14 H <7) (14—-7)-7

7-8-9-10-11-12-13-14
=2- = 6864
7-1.2.3-4.5-6-7

_ Al 6864 8
P(4) = Q] 12870 15

Odp.Prawdopodobiefistwo, ze faworyci zostana rozdzieleni wynosi P(A) = 1%.
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Rozwiazanie:

a) Wyrazenie w liczniku utamka zapisujemy w postaci sumy, ktérej jednym ze sktadnikéw
jest wyrazenie z mianownika:

spis tresci

symbole P (x—3)+3

zgtos btad w=3  w=4

13 kwiecien b) Zapisujemy powyzszy utamek w postaci sumy liczby 1 oraz pewnego utamka:

r—3+3 -3 3 3
xr—3 x—-3 -3 T —3

c) Zauwazmy, ze utamek

3
3 jest liczba catkowita wtedy i tylko wtedy, gdy liczba

(x — 3) jest catkowitym dzielnikiem liczby 3, czyli (x — 3) € {-1,1,-3,3}.
d) Rozwigzujemy kolejno réwnaniaz —3=—-1, -3 =1, z—-3=-3, z—-3=3,
3
i otrzymujemy  odpowiedz: liczba  postaci 7-3 jest  catkowita  dla:
e

r=2,x=4,x=0,x=06.

matma235@02.pl

J
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h Zadanie 8 (5 pkt)
W kwadrat ABC'D wpisano kwadrat EF'GH, jak pokazano na ponizszym rysunku. Wie-
dzac, ze |AB| = 1 oraz tangens kata AEH réwna sig % oblicz pole kwadratu EFGH.

Rozwiazanie:

Tréjkat AEH jest przystajacy do tréjkata BF'E, dlatego |EB|=|AH|.
Jezeli [AB|=1i|AH|=ato |[EB|=ai|AE|=1—a.

spis tresci
symbole

zgtos btad

a
> tga= D @ @
13 kwiecie l1-a
2 a
5 1—a £
2(1 —a) =b5a
2 —2a = b5a
_ . H
MATEM.ATYKA; Ta=2 /'7 a
; matura na a = % l «
& (o)
100/0/ 1,a:1,%:§ A l—a@ E , B
@/ Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa:
wrhﬂ% 2)\2 5\2 2
S At (2)?+(2)? =c
4 25 _ 2
T =¢
2 _ 29
€ 49

Odp. Pole kwadratu EFGH wynosi P = %.
matma235@02.pl
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien
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Zadanie 9 (7 pkt)

Liczbe naturalna ?,, nazywamy n-ta liczba trdjkatna, jezeli jest ona suma n kolejnych, po-
czatkowych liczb naturalnych. Liczbami tréjkatnymi sa zatem: t; = 1, o = 14+ 2 = 3,
t3=14+24+3=6,t4=14+2+34+4=10,t5=14+2+3+4+ 5= 15. Stosujac
te definicje:

a) wyznacz liczbe t17.

b) utéz odpowiednie réwnanie i zbadaj, czy liczba 7626 jest liczba tréjkatna.

c) wyznacz najwieksza czterocyfrowa liczbe tréjkatna.

Rozwiazanie:

a) wyznacz liczbe t;7.
t1=1
to=14+2=3

t3=1+2+3=6
t4=1+24+3+4=10
ts=1+2+3+4+5=15
th=14+24+3+44+5+...+n

Ciag 1,2,3,4,5,...,n jest to ciag arytmetyczny, ktérego suma wynosi:
1+n
t, = -n neNT
2
Zatem
1417

t17:T'17=9-17=153

dalej
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\ b) utéz odpowiednie réwnanie i zbadaj, czy liczba 7626 jest liczba tréjkatna.

1
Uy, = —i2—n -n
1
o N — 7626
SpIs tresci
symtjole n+n2:7626 /.2
zgtos btad
n +n? = 15252

13 kwiecien

n®+n—15252 =0
Rozwigzujemy réwnanie kwadratowe.
A=1%2—-4-1-(-15252) = 1 + 61008 = 61009
VA = /61009 = 247
—1—247 248

_ _ — 124
" 2.1 2

—14247 246
e 2.1 2 3

neNT dlatego tylko 123 jest poprawnym rozwigzaniem.

Odp. Liczba t123 = 7626 jest liczba tréjkatna.

dalej

matma235@02.pl
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\ c) wyznacz najwieksza czterocyfrowa liczbe tréjkatna.

tn < 9999
1
;” <9999 / -2
spis tredci n 4+ n? < 19998
symbole n?+n—19998 < 0

zgtos btad
Rozwigzujemy nieréwno$¢ kwadratowa.

A =12 —4-1-(-19998) = 1 + 79992 = 79993
VA = /79993 ~ 282, 8
—1-282,8 —283,8

13 kwiecien

ny = 21 = 5 =—141,9
—~1+282,8 281,8
N9 2.1 B) 0,9

n € N, dlatego najwieksza liczba naturalna spetnajaca te nieréwnoéé jest 140.

14140 140 — 141514() _ 9870

ti40 =

Odp. Najwieksza czterocyfrowa liczba tréjkatna jest 149 = 9870.

matma235@02.pl

J
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h Zadanie 10 (7 pkt)
Pole powierzchni catkowitej prawidtowego ostrostupa tréjkatnego réwna sie 144V/3, a pole
jego powierzchni bocznej 96+/3. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

Rozwiazanie:

spis tresci pole catkowite: P. = 1443

symbole pole boczne: P, = 961/3
pole podstawy: P, = P. — P, = 144+/3 = 48+/3

zgtos btad

13 kwiecien H
7
a
krawedz podstawy: a=8V3
wyskoko$¢ $ciany bocznej: h =8
odcinek w podstawie: =4
wysoko$¢ ostrostupa: H =43

objetos¢ ostrostupa:

V=--F.

ool»—l wh—x

H
1
48/3 -4 \/_:§~192-3=192

Odp. Objetosé ostrostupa wynosi V' = 192.
matma235@02.pl
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Podstawg w ostrostupie tréjkatnym prawidtowym jest tréjkat réwnoboczny, ktéry ma pole
réwne P, = 48/3.

h
> sin60° = —
a
spis tresci V3 h
symbole a a > 9 T
zgto$ btad h Sh=av3 /:2
13 kwiecien 603 h— av3
a 2

2
2\/3
48V/3 = /4
192v3=0a?V3 /:V3
a=+192=64-3
a=28V3

matma235@02.pl



http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=585
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

W ostrostupie sa trzy Sciany o jednakowych polach, zatem pole jednej Sciany:
P,=P,:3=96V3:3=32V3

Sciany boczne tego ostrostupa sg tréjkatami réwnoramiennymi.

spis tresci

symbole
zgtos btad 1
PS = iah
13 kwiecien 1
h 32V3=2-8V3:h
32v3=4V3-h
h=28

8v/3

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

8v/3

a8
> tg30° = ——
g 5
V3 _ @
3 43
3z =343 /:3
=4
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

twierdzenie Pitagorasa

22+ H?> = h?

4% 4+ H* = &
H? =64 —16
H? =48
H=V48=+16-3
H=4V3
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Zadanie 3 (5 pkt)
r+2 dlaz e (—1,1)

Funkcja f(2) jest okreélona wzorem: f(z) = { C(@—1)? daze(l,3)

o5

Sprawdz, czy liczba a = (0, 25) %5 nalezy do dziedziny funkcji f(z).

)
) Oblicz f(2) oraz f(3).
)

o

c) Sporzadz wykres funkgji f(x).

o

)
Podaj rozwiazanie réwnania f(z) = 0.
e) Zapisz zbiér wartosci funkgji f ().

Rozwiazanie:

a) Sprawdz, czy liczba a = (0, 25)~%% nalezy do dziedziny funkcji f(x).

potegowanie

1
1\ "2
a=(0,25)"%% = (—) —43 =V1=2
2 € (1, 3), dlatego 2 nalezy do dziedziny funkcji.
b) Oblicz f(2) oraz f(3).

2 € (1,3), dlatego f(2) = —(2—1)? = —1.
3 € (1,3), dlatego f(3)
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c) Sporzadz wykres funkcji f(z).

fz+2 dlaz € (—1,1)
f(z) = {_(x_l)Q dla z € (1, 3)

spis tresci punkty:

symbole f(-1)=-142=1 (-1,1)
2gtoé btad f(0) =0+2=2 (0,2)
f) =-(1-12=0 (1,0)

13 kwiecien f2) =-(2- 1)2 =-1 (2,-1)

fB) =-3B-12=-4 (3,—4)

ty

7)
-1 * 3 T
—4

matma235@02.pl

/ dalej
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

d) Podaj rozwiazanie réwnania f(z) = 0.

Z wykresu mozemy odczytaé, ze f(1) = 0.

e) Zapisz zbiér wartosci funkcji f ().

Z wykresu mozemy odczytaé zbiér wartosci funkcji: y € (—4,0) U (1, 3).
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) Zadanie 4 (6 pkt)

W uktadzie wspétrzednych sa dane dwa punkty: A = (—2,2) i B = (4,4).

a) Wyznacz réwnanie prostej AB.

b) Prosta AB oraz prosta o réwaniu 92 — 6y — 26 = 0 przecinaja sie w punkcie C.
Oblicz wspétrzedne punktu C'.

c) Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka AB.

spis tresci
symbole Rozwiazanie:

zgtos btad
. 2 a) Wyznacz réwnanie prostej AB.

13 kwiecien Réwananie prostej przechodzacej przez punkty A = (z4,ya), B = (2p,yB):

(y—ya)(@p —xa) — (yB —ya)(x —x4) =0

dla A=(-2,2)i B=(4,4)
(y—2) (4= (-2) - (4-2) @ - (~2)) =0
(y—2)-6-2-(x+2)=0
6y —12—-2x—-—4=0
6y —2x —16 =0

6y — 2z + 16 /:6

2 16
= =T _—
YEET G

1,8
= =T —_
Y=g

Odp. Réwnanie prostej AB: y = %m + g.

dalej
J/

matma2350@02.pl
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) b) Prosta AB oraz prosta o réwaniu 92 — 6y — 26 = 0 przecinaja sie w punkcie C'.
Oblicz wspétrzedne punktu C'.

Rozwigzujemy uktad réwnan:

1 8
spis tresci 9z — 6y —26 =0

symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

|
[
Hoas
{
{
{

xr =

/ Odp. Punkt C' ma wspétrzedne: C' = (6,4%) dalej
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c) Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka AB.
Symetralna odcinka AB musi byc prostopadta do AB i przechodzi¢ przez jego érodek.

Réwnanie prostej AB: y = %x + %.
Szukane réwnanie: y=ax+b.

spis tresci wspotczynniki kierunkowe prostych prostopadtych:

symbole

1
zgto$ btad 3 a=-1
13 kwiecien a=-3
y=-3x+b

Szukamy wspétrzednych $rodka odcinka AB na podstawie wzoru:

g = TA+TB YA +YB
2 ’ 2

— 7l Bakd
S = =
SEREY

S =(1,3)

Podstawiajac wspétrzedne $rodka odcinka AB do réwanania y = —3x + b znajdujemy b.

3=-3-1+0
3=-3+b
matma235@02.pl b=26

/ Odp. Réwnanie symetralnej odcinka AB: y = —3x + 6.
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

166%

repetytorlum

matma235@02.pl

Zadanie 1 (3 pkt)

W pudetku sa trzy kule biate i pie¢ kul czarnych. Do pudetka mozna albo dotfozy¢ jedna kule
biata albo usunaé z niego jedna kule czarna, a nastepnie wylosowal z tego pudetka jedna
kule. W ktérym z tych przypadkéw wylosowanie kuli biatej jest bardziej prawdopodobne?
Wykonaj odpowiednie obliczenia.

Rozwiazanie:

W pierwszym wypadku w pudelku znajda sie 4 kule biate i 5 czarnych. Prawdopodobienstwo
wylosowania kuli biafej:

4

P1:§

W drugim wypadku w pudelku znajda sie 3 kule biate i 4 czarnych. Prawdopodobienstwo
wylosowania kuli biafej:

3
p2 = 7
Poréwnujemy oba prawdopodobienstwa, sprowadzajac do jednakowego mianownika:
4 4.7 28 3 39 27
PP=979 776 P77 797 63
p1 > P2

Odp. Prawdopodobienistwo w pierwszym wypadku jest wieksze.
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Zadanie 2 (4 pkt)
Dany jest ciag (ay), gdzie a, = 3’;':_21 dlan =1,2,3... Wyznacz wszystkie wyrazy tego
ciggu wieksze od %

Rozwiazanie:

n -+ 2 1
_ 3 1
il 2 / i

3n+1>0dlan=1,2,3... dlatego nie odwracamy znaku nieréwnosci
1
n+2>>@3n+1) /a

2(n+2) >3n+1
2n+4>3n+1
2n—-3n>1-4

—n>3/

Rozwiazanie nieréwnoécidlan =1,2,3...ton=1Ilubn =2

W el dl 142 3 2+2
=30 O = 0 = = O &S| — =
yrazy wigKksze o 5 1 31+1 4 2 32_"_1

ESTIN
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) Zadanie 3 (4 pkt)
Dany jest wielomian W (x) = 22 + kx? — 4
a) Wyznacz wspétczynnik k tego wielomianu wiedzac, ze wielomian ten jest podzielny
przez dwumian = + 2.
b) Dla wyznaczonej wartoéci k roztéz wielomian na czynniki i podaj wszystkie jego

spis treéci pierwiastki.
symbole Rozwiazanie:
zgtos btad a) Wyznacz wspétczynnik k tego wielomianu wiedzac, ze wielomian ten jest podzielny

przez dwumian = + 2.
13 kwiecien
Zgodnie z twierdzeniem Bézout jezeli wielomian W (z) jest podzielny przez = + 2 to —2

jest pierwiastkiem tego wielomianu, czyli:

W(-2)=0
(=2 +k(-2)>-4=0
—84+4k—4=0
4k =12 /:4
k=3
dalej

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

b) Dla wyznaczonej wartosci k roztéz wielomian na czynniki i podaj wszystkie jego
pierwiastki.

dzielimy wielomian:

(23432%—4) : (z+2)=2>+2 -2
—p3 292
= % —4

= —2x—4
2x+4

W(x) = (z+2)(z® +z - 2)
Znajdujemy pierwiastki wielomianu: 22 + = — 2.

A=12-4.1-(-2)=1+8=9

VA=+19=3
~1-3 -4 143 2
e I 2=y Tap !

postac iloczynowa: (z — (—2)) (x — 1) = (& + 2)(z — 1).

W(z)=(z+2)(x+2)(z—1) = (z+2)%(x - 1)

Odp. W(z) = (z + 2)%*(z — 1)
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A Zadanie 4 (5 pkt)

Na trzech pétkach ustawiono 76 ptyt kompaktowych. Okazato sig, ze liczby ptyt na pétkach
gérnej, srodkowej i dolnej tworza rosnacy ciag geometryczny. Na Srodkowej pdfce stoja 24
ptyty. Oblicz, ile ptyt stoi na potce gornej, a ile ptyt stoi na poétce dolne;.

Rozwigzanie:

spis tresci
P bol 2 — liczba ptyt ustawionych na gérnej potce
symbole 24 — liczba ptyt ustawionych na $rodkowej pdtce

zgtos btad on . .
q==" - iloraz ciagu geometrycznego

13 kwiecien 24 - 2?4 — liczba ptyt ustawionych na dolnej pétce

24
x+24+24-?=76

576
T2+ 2= =76 /.
T
MATEMATYRA % 4 24z + 576 = T6x
matura na

2 p—
100% 2 + 24z — 76 + 576 = 0
@// 2 — 52 + 576 = 0

E
s
G
a
=

Znajdujemy pierwiastki wielomianu: 2 — 52z + 576

TR A = (=52)% — 4.1 576 = 2704 — 2304 = 400
VA = /400 = 20
52-20 32 52420 72
— 22T 2246 _22t0 2 g
=0 5 =10 2= 5 =30

matma235@o2.pl Odp. Jezeli liczby ptyt maja tworzy¢ rosnacy cigg geometryczny mozliwe jest tylko jedno

/ rozwigzanie: gérna — 16, érodkowa — 24, dolna — 24 - % = 36.



http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=599
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

166%

repetytorlum

matma235@02.pl

Zadanie 5 (4 pkt)

Sklep sprowadza z hurtowni kurtki ptacac po 100 zt za sztuke i sprzedaje $rednio 40 sztuk
miesiecznie po 160 zt. Zaobserwowano, ze kazda kolejna obnizka ceny sprzedazy kurtki o 1 zt
zwieksza sprzedaz miesieczng o 1 sztuke. Jaka cene kurtki powinien ustali¢ sprzedawca, aby
jego miesieczny zysk byt najwigkszy?

Rozwiazanie:

160 — 100 = 60 - zysk na jednej kurtce

a3 — o tyle ztoty obnizono cene kurtki

60 — x — cena kurtki po obnizce

40+ — tyle kurtek sprzedaje sklep po obnizce o x zt

(40 + z)(60 — z)

tyle miesiecznie zarabia sklep po zmianie ceny

Przychéd sklepu opisuje funkcja:

f(z) = (40 + 2)(60 — )
f(x) = 6400 — 40z + 60z — 2*
f(x) = —2 + 202 4 6400

Woykres tej funkgji to parabola z ramionami skierowanymi w dét. Najwieksza warto$¢ osiaga

w wierzchotku dla z,, =

—20
w= <= ]_
T 3 (1) 0

2a

Odp O 10 zt nalezy obnizy¢ cene kurtki, a wiec jej cena wyniesie 150 zt.
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h Zadanie 6 (6 pkt)

Dane s3 zbiory liczb rzeczywistych:

A={z:|z+2| <3}

B={z:(2x—1)% <8z®— 132 + 6z + 3}

Zapisz w postaci przedziatéw liczbowych zbiory A, B, AN B, oraz B — A.

spis tresci
symbole Rozwigzanie:

zgtos btad A= {"L‘ . |"L‘ + 2| < 3}

13 kwiecien
|z +2] <3

Nieréwnos¢ z wartoscia bezwzgledng mozna zastapi¢ uktadem nieréwnosci bez wartosci bez-

wzgledne;j.
r+2<3 i xx+2>-3
r<3-—2 x>-3-—2
r<l1 T > -5
s, NN
=5 1

Rozwiazaniem jest cze$¢ wspélna przedziatéw:

A=(-5,1)

matma235@02.pl dalej

J



http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=601
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

) B={z:(2x —1)% < 8z® — 132% + 62 + 3}

rozwigzujemy nieréwno$¢ kwadratowa:

(2z — 1) < 82° — 132° + 62 + 3
>8z% — 1222 + 62 — 1 < 822 — 1322 + 62 + 3
Spis tresci 8% — 1242 + 6z — 1 — 82° + 1322 —6x—3<0
symbole _4<0
zgtos btad =
D(:16—2)(:v+2) <0

13 kwiecien

[\V]

1‘1:2 To = —

czeéé wspdlna: AN B = (—2,1)
réznica: B-A=(1,2)

matma235@02.pl

J
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\ > Zadanie 7 (5 pkt)
W ponizszej tabeli przedstawiono wyniki sondazu przeprowadzonego w grupie uczniéw, do-
tyczacego czasu przeznaczonego dziennie na przygotowywanie zadah domowych.

. - Czas 1 2 3 4

spis tresci (w godzinach)

symbole

2gto$ blad Lieriee 5 10 15 10
uczniéw

13 kwiecien

a) Naszkicuj diagram stupkowy ilustrujacy wyniki tego sondazu.

MATEMATYRA
matura na

E
s
G
a
=

15

100% :

5 10

== E
s

1 2 3 4
matma235@02.pl

czas w godzinach

_ j dalej
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

b) Oblicz $rednia liczbe godzin, jaka uczniowie przeznaczaja dziennie na przygotowanie zadan
domowych.

Liczba wszystkich ucznidw:

5+104 15410 =40

taczna liczba godzin przeznaczonych na nauke przez wszystkich uczniéw:

5:-1+10-2415-3+10-4=110

. 11
Srednia liczba godzin: a = 4—(? =2,75

c) Oblicz wariancje i odchylenie standardowe czasu przeznaczonego dziennie na przygotowanie
zadan domowych. Wynik podaj z doktadnoscia do 0, 01.

Wariancja:
o2 — 5-(1 —2,75)2—1—10~(2—2,75)2 +15'(3—2,75)2—|—10- (4—2,75)2
40

o 15,3125+ 5,625 + 0,9375 + 15,625
B 40

g

37,5
2 b
=—=0,9375~ 0,94
a 40 ) )

Odchylenie standardowe:

o =+/0,9375 ~ 0,97
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

MATEM,ATYKA |
matura na

1655,

repetytorlum

matma2350@02.pl

Zadanie 8 (6 pkt)

Z kawatka materiatu o ksztatcie i wymiarach czworo-
kata ABC'D (patrz na rysunek obok) wycieto okragta
serwetke o promieniu 3 dm. Oblicz, ile procent catego
materiatu stanowi jego niewykorzystana czes¢. Wynik
podaj z doktadnosciag 0,01 procenta.

a=06,3dm

Rozwigzanie:

1. Liczymy pole czworokata:

Oznaczamy dtugosci bokéw literami a, b, ¢, d. A
Dzielimy czworokat na cztery trdjkaty, w ktérych wysokosci to promienie okregu. Pole czwo-
rokata jest réwne sumie pél tréjkatow:

1 1 1 1 1
Sapcp = 5(17’ ar ibr ar 5/7‘ + idr = 57‘((1 +b+c+d)

Czworokat jest opisany na opisany na okregu, jezeli suma jego przeciwlegtych bokéw jest
réowna. Czylic+d=a+b=06,3+ 10 = 16,3 dm.

SaBCD = %r(a +b+a+b)= % -3 (16,3 +16,3) = 48,9 dm?
2. Liczymy pole kota:
Sy =m-32=3,14-9 = 28,26 dm?
3. Liczymy pole niewykorzystanej czesci:

Sascp — Sk = 48,9 — 28,26 = 20,64 dm?
dalej
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4.Liczymy, ile procent przypada na niewykorzystang czes¢:

Sapep — Sk 20,64 dm?

g = 189 dm? -100% =~ 42,21%
ABCD > m

Odp. Niewykorzystana czeéé stanowi 42, 21% catego materiatu.
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Zadanie 9 (6 pkt)

Rodzenstwo w wieku 8 i 10 lat otrzymato razem w spadku 84100 zt. Kwote te ztozono w
banku, ktéry stosuje kapitalizacje roczna przy rocznej stopie procentowej 5%. Kazde z dzieci
otrzyma swoja czeé¢ spadku z chwila osiagniecia 21 lat. Zyczeniem spadkodawcy byfo takie
podzielenie kwoty spadku, aby w przysztosci obie wyptacone czesci spadku zaokraglone do
1 zt byty réwne. Jak nalezy podzieli¢ kwote 84100 zt miedzy rodzenstwo? Zapisz wszystkie
wykonane obliczenia.

Rozwigzanie:

Korzystamy ze wzoru na kapitalizacje odsetek.

p=>5%= 1% =0,05 — procent dopisywany co rok

x — kwota wptacona dla oSmioletniego dziecka

21 —8=13 — tyle lat zostato o$miolatkowi do 21
x-(1+40,05)3 — tyle otrzyma w wieku 21 lat

84100 — = — kwota wptacona dla dziesiecioletniego dziecka
21 -10=11 — tyle lat zostato dziesigciolatkowi do 21
(84100 — x) - (1 4+ 0,05)  —  tyle otrzyma w wieku 21 lat

W wieku 21 lat dzieci maja dostaé tyle samo:

x-(1+40,05)" = (84100 — x) - (1 +0,05)"
z-1,05" = (84100 — z) - 1,05"" /:1,05"
x- 1,05 = 84100 — =
x-1,1025 + z = 84100
2,1025z = 84100 /:2,1025
x = 40000 84100 — 40000 = 44100
Odp. Dla o$miolatka nalezy wptaci¢ 40000 zt, a dla dziesigciolatka 44100 zt.
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h Zadanie 10 (7 pkt)

W ostrostupie czworokatnym prawidfowym wysokosci przeciwlegtych $cian bocznych popro-
wadzone z wierzchotka ostrostupa maja dtugosci h i tworza kat o mierze 2cv. Oblicz objeto$é
tego ostrostupa.

) ) w w
Rozwiazanie:
spis tresci
symbole oo
zgtos btad b b
13 kwiecien H
D C
L K ) 1 L
A a B 29 29
- Rt wysokoéci cian bocznych: |[KW| = |LW| = h
H matura na 1
: : 50 / H /
> sina = “- -h > cosa= — -h
h h
1
§a:hsino¢ /-2 H = hcosa

a = 2hsina

Ostrostup prawidtowy czworokatny ma w podstawie kwadrat, ktérego dtugo$¢ boku policzy-
lismy: @ = 2h sin .. Pole podstawy: P, = a® = (2hsina)? = 4h? sin? o

Objetos¢ ostrostupa:
matma235@02.pl

1 4
V:f-Pp~H:§-4h2sin2a~hcosa:§h3sin2oz-cosoz
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Matura poprawkowa z matematyki — styczen 2006

> Zadanie 1 (3 pkt)

3v3—4

Dane s3 liczby: a = \/_— i b=+v27
1423

a) Przedstaw liczbe a w postaci & + y\/g, gdzie x i Yy s3 liczbami wymiernymi.

b) Zapisz liczbe b w postaci potegi liczby 3 o wykfadniku utamkowym.

c) Suma liczb a i b stanowi 80% pewnej liczby ¢. Wyznacz liczbe c.

(&)’

35

> Zadanie 2 (3 pkt)

Po Wiadomosciach z kraju i ze swiata telewizja TVG ma nada¢ pigé reklam: trzy reklamy
réznych proszkéw do prania oraz dwie reklamy réznych past do zebéw. Kolejno$¢ nadawania
reklam jest ustalona losowo. Oblicz prawdopodobienistwo, ze dwie reklamy produktéw tego
samego rodzaju nie beda nadane bezposrednio jedna po drugiej. Wynik podaj w postaci
nieskracalnego utamka zwyktego.

> Zadanie 3 (3 pkt)
Dana jest funkcja f : R — R okreslona wzorem f(x) = ax + 4.

a) Wyznacz wartos$¢ a, dla ktérej miejscem zerowym funkeji f jest liczba —1.

b) Wyznacz warto$¢ a, dla ktérej prosta bedaca wykresem funkgji f jest nachylona do
osi OX pod katem 60°.

c) Woyznacz warto$¢ a, dla ktérej réwnanie az + 4 = 2a + 4 ma nieskornczenie wiele
rozwigzan.
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Matura poprawkowa z matematyki — styczen 2006

> Zadanie 4 (4 pkt)
W pewnej firmie pracownicy zostali zaszeregowani do trzech grup uposazen. Liczbe pracow-

nikéw i ptace (w euro) w poszczegdlnych grupach przedstawia diagram stupkowy:

A
14

Liczba pracownikéw

|>—‘qu>@1®\100©

.

400 480 540

Placa miesigczna [w euro]

a) Wyznacz $rednia ptace miesieczng w tej firmie.
b) Oblicz wariancje i odchylenie standardowe miesiecznej ptacy w tej firmie. Odchylenie
standardowe podaj z doktadnoscia do 0,1.
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Matura poprawkowa z matematyki — styczen 2006

> Zadanie 5 (3 pkt)

Zauwaz, ze:
spis treéci 12 =1
symbole 22 14241

o btad
sl 32=1+2+3+2+1

42=14+2+3+4+3+2+1

Stosujac wzdr na sume kolejnych wyrazéw ciagu arytmetycznego uzasadnij, ze:

13 kwiecien

n=1+2+3+...+(n—-1)+n+(n-1)+...+3+2+1

matma235@02.pl
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Matura poprawkowa z matematyki — styczen 2006

> Zadanie 6 (6 pkt)

Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji kwadratowej f. Na podstawie wykresu

spis tresci

symbole 4y
zgtos btad 5
4
13 kwiecien 3
2
i
J5 J2 J3 J2 J1 1 2 1 54
—1
=2
-3
—4
—5

a) zapisz w postaci sumy przedziatéw liczbowych zbiér rozwiazan nieréwnosci f(x) < 3,
b) okresl i zapisz najwigksza i najmniejsza wartos¢ funkcji f w przedziale (0, 3),
c) zapisz wzér funkcji f w postaci iloczynowej.

matma235@02.pl
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Matura poprawkowa z matematyki — styczen 2006

> Zadanie 7 (6 pkt)
5 —3n

Dany jest ciag (a,) o wyrazie ogblnym a,, = n=123,...

a) Sprawdz na podstawie definicji, czy ciag (a,,) jest ciagiem arytmetycznym.
b) Oblicz, dla jakiej wartosci x liczby ay, 22 + 2, a11 sa kolejnymi wyrazami tego
samego ciagu geometrycznego.

> Zadanie 8 (6 pkt)

Wysokos¢ walca jest o 6 wieksza od $rednicy jego podstawy, a pole jego powierzchni catko-
witej jest réwne 3787. Oblicz objetos¢ walca.

> Zadanie 9 (8 pkt)

8| w

Dane sa zbiory liczb rzeczywistych: A = {x t— < 1} i B={x:|x+1]| <3}

a) Zaznacz te zbiory na osi liczbowej
b) Przedstaw zbiory AU B i A\ B w postaci sumy przedziatéw liczbowych.

> Zadanie 10 (8 pkt)

W trapezie opisanym na okregu katy przy dtuzszej podstawie maja miary 60° i 30°, a dtugos¢
wysokosci tego trapezu jest réwna 6. SporzadZz odpowiedni rysunek i oznacz jego elementy.
Oblicz pole trapezu oraz dtugos$¢ jego podstaw.
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Zadanie 1 (3 pkt)

3
3V3—4 . 5)
—= i b=V27T =
14+2V3 3~
a) Przedstaw liczbe a w postaci z + y\/g, gdzie x i Yy s3 liczbami wymiernymi.
b) Zapisz liczbe b w postaci potegi liczby 3 o wykfadniku utamkowym.
c) Suma liczb a i b stanowi 80% pewnej liczby ¢. Wyznacz liczbe c.

Dane s3 liczby: a =

Rozwigzanie:
a) Przedstaw liczbe a w postaci x + y\/§ gdzie x i Yy s3 liczbami wymiernymi.
C3V3-4 3V3-4 1-2V3 > (3V3—-4)(1-2V3) _
14+2v/3 142v3 1-2V3 1—(2V/3)2
_3v3-6-3-4+8v3 -—22+11v3 22 113 o

1—-4-3 B —11 o110 —11

b) Zapisz liczbe b w postaci potegi liczby 3 o wyktadniku utamkowym.

b:ﬁ.g%_LZM.(i))lS) _ /8. (32) _3\/_
:3\/§.3*6*(*5):3\/5.371:3\/§.§:\/§:3%

dalej
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c) Suma liczb a i b stanowi 80% pewnej liczby ¢. Wyznacz liczbe c.

a+b=2—-v3+32=2—-13+/3=2

80% zc=2
80
spis tresci 100 e=2
symbole 8 8
) L =9 / .S
zgto$ btad 10 10
., 10
13 kwiecien e=< ]
20
c=—
8
c=2,5

matma235@02.pl

J
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Zadanie 2 (3 pkt)

Po Wiadomosciach z kraju i ze Swiata telewizja TVG ma nadac pie¢ reklam: trzy reklamy
réznych proszkéw do prania oraz dwie reklamy réznych past do zebéw. Kolejnos¢ nadawania
reklam jest ustalona losowo. Oblicz prawdopodobienstwo, ze dwie reklamy produktéw tego
samego rodzaju nie beda nadane bezposrednio jedna po drugiej. Wynik podaj w postaci
nieskracalnego utamka zwyktego.

Rozwiazanie:

Na tyle sposobéw mozna nadaé pie¢ reklam w dowolnej kolejnosci:

2l

=5'=1-2-3-4-5=120

Warunki zadania beda spetnione tylko wtedy, jezeli reklamy beda nadawane w nastepujacej
kolejnosci:
proszek — pasta — proszek — pasta — proszek

W powyzszym zestawie reklamy proszkéw mozna ustawi¢ na 3! sposobdw, a reklamy pasty
na 2! sposobéw. Zatem caty ciag pieciu reklam mozna wyemitowaé na tyle sposobdéw:

|

=31-21=6-2=12
Prawdopodobienstwo takiej sytuacji:

12 1

P(A) = —=—
(4) 120 10
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Zadanie 3 (3 pkt)
Dana jest funkcja f : R — R okreslona wzorem f(x) = ax + 4.

a) Wyznacz wartoé¢ a, dla ktérej miejscem zerowym funkgji f jest liczba —1.

b) Woyznacz warto$¢ a, dla ktérej prosta bedaca wykresem funkcji f jest nachylona do
osi OX pod katem 60°.

c) Wyznacz warto$¢ a, dla ktérej réwnanie ax + 4 = 2a + 4 ma nieskornczenie wiele
rozwigzan.

Rozwiazanie:

a) Wyznacz warto$¢ a, dla ktérej miejscem zerowym funkcji f jest liczba —1.

0=a-(-1)+4
0=—-a+4
a=4

b) Wyznacz warto$¢ a, dla ktérej prosta bedaca wykresem funkcji f jest nachylona do
osi OX pod katem 60°.

Wspétczynnik kierunkowy a funkgji liniowej yy = ax + b jest réwny tg v, gdzie o jest katem
pod jakim wykres funkcji liniowej jest nachylony do osi OX.

a=1tg60° = V3

dalej
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c) Wyznacz warto$¢ a, dla ktérej réwnanie axz + 4 = 2a + 4 ma nieskoriczenie wiele
rozwigzan.

ar+4=2a+4
ar —2a=4—4
alx—2)=0

Dla a = 0 nie ma znaczenia co wstawimy za x, bo iloczyn i tak bedzie réwny zero. Zatem
dla @ = 0 réwnanie ma nieskoficzeni wiele rozwigzan.
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\ Zadanie 4 (4 pkt)

W pewnej firmie pracownicy zostali zaszeregowani do trzech grup uposazen. Liczbe pracow-
nikéw i ptace (w euro) w poszczegdlnych grupach przedstawia diagram stupkowy:

'y
14
13
; L. g 12
spis tresci S 11
-~
=1 10
symbole E 9
- o
zgtos btad 3 57;
g 6
., s &
13 kwiecien < 4
2 3
=y
! I .

400 480 540

Placa miesigczna [w euro]

a) Wyznacz $rednia ptace miesieczna w tej firmie.
b) Oblicz wariancje i odchylenie standardowe miesiecznej ptacy w tej firmie. Odchylenie
standardowe podaj z doktadnoscia do 0,1.

MATEMATYRA
matura na

repetytorlum

Rozwigzanie:
a) Wyznacz $rednia ptace miesieczna w tej firmie.
Liczba wszystkich pracownikéw
124+6+2=20
Suma wszystkich wyptat (ilo$¢ pieniedzy, ktére ida na wypfaty):

12 -400 + 6 - 480 + 2 - 540 = 8760
matma235@02.pl

j Srednia ptaca miesieczna: a = %SO =438 dalej
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\ b) Oblicz wariancje i odchylenie standardowe miesiecznej ptacy w tej firmie. Odchylenie
standardowe podaj z doktadnos$cia do 0,1.

Wariancja:

o _ 12 (400 — 438)2 + 6 - (480 — 438)2 + 2- (540 — 438)% _

spis treéci v = 20

symbole o 17328 10584 + 20808

2gtoé blad T = 20 B
o2 = 8720 ou36

13 kwiecien

20

Odchylenie standardowe:

o =Vv2436 ~ 49,4

matma235@02.pl
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Zadanie 5 (3 pkt)

Zauwaz, ze:
12=1
22—1+2+1

3¥=1+2+3+2+1
42=1424+3+4+3+2+1

Stosujac wzdr na sume kolejnych wyrazéw ciagu arytmetycznego uzasadnij, ze:
n=1+2+3+...+(n—-1)+n+n—-1)+...+3+2+1

Rozwiazanie:

Zauwazmy, ze: 1+2+3+...+(n—1)=(n—1)+...+ 3+ 2+ 1, czyli prawa strong
réwnania (P), mozemy zapisaé krécej:

P=2-(142+3+...4(n—-1))+n
W nawiasie jest ciag arytmetyczny o n. — 1 wyrazach, ktérego sume mozemy policzyé:
1+ (n—1)

P=2- 5 (n—1)+n
(n—1
P:Q.%J{_n
2(n?—n) 2n
pPp==— 74—
2 +2
P:2n2—2n+2n:2_n2:n2
2 2

Czyli prawa strona réwnania réwna si¢ lewej.
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h Zadanie 6 (6 pkt)
Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji kwadratowej f. Na podstawie wykresu

a) zapisz w postaci sumy przedziatéw liczbowych zbiér rozwiazaf nieréwnosci f(x) < 3

4

Y
spis tresci 5
symbole f J=B
zgtos btad &
2
13 kwiecien 1
543241 ] 1 2 X 4 54,
—1
=2
—3
—4
—5

Rozwiazaniem s3 & odpowiadajace punktom ponizej prostej y = 3 czyli

x € (—00,0) U (2, 00)

dalej

matma235@02.pl
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b) okresl i zapisz najwieksza i najmniejsza warto$¢ funkcji f w przedziale (0, 3)

ty
5
4
spis tresci 3
symbole 2
zgtos btad i
15 4 13 J2 J1 1 2 4 5,
13 kwiecien 1 L
-2
-3
—4
-5

W przedziale (0, 3) najwieksza warto$¢ to 4 a najmniejsza to 0.

dalej

matma235@02.pl
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c) zapisz wzér funkcji f w postaci iloczynowej.

ty
5

-5-4-3-2+41 1 2

miejsca zerowe funkgji to: xr1 =—1 B = &

postaé iloczynowa:

f(@) =a(z —(-1))(z - 3)
f@)=a(z+1)(x—3)

Wykres zawiera np. punkt (1, 4). Dzigki jemu obliczymy wspétczynnik a:

4=a(l+1)(1-3)
4=a-2-(-2) /:(-4)

a=—1

Odp. Posta¢ iloczynowa funkgji: y = —(z + 1)(x — 3)
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) > Zadanie 7 (6 pkt)
5—3n

Dany jest ciag (a,) o wyrazie ogdlnym a,, = =1y ZDyo0o

a) Sprawdz na podstawie definicji, czy ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.
b) Oblicz, dla jakiej wartosci x liczby ay4, 2% 4 2, a11 s3 kolejnymi wyrazami tego
samego ciagu geometrycznego.

spis tresci
symbole Rozwiazanie:

zgtos btad a) Sprawdz na podstawie definicji, czy ciag (a,,) jest ciagiem arytmetycznym.

13 kwiecien definicja ciagu arytmetycznego

u _5-3n u _5-3(n+1)
n — 7 n+1 — 7
5-3(n+1) 5-3n 5-3n+1)—(5—3n
An+1 — An = 7 - 7 = 7 =
_5—3n—3—5—|—3n__3
B 7 T
dalej

matma235@02.pl
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b) Oblicz, dla jakiej wartosci x liczby ay, 2 + 2, a1 sa kolejnymi wyrazami tego
samego ciagu geometrycznego.

a—5_3n

T
o _5-3.4 5-12 - 5-3-11 5-33
S L A

Korzystamy z wtasnosci ciggu geometrycznego.

(.’E2 ol 2)2 = a4 - a11
(2* +2)? = ~1-(-4)
(2 +2)> =4
(z*+2)2 =4
T2+2= 2 lub z2+2= -2
2= 0 2= —4
x= 0 nie ma rozwiazania

Odp. Dla z = 0 liczby a4, 2+ 2, a11 tworza ciag geometryczny.
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h Zadanie 8 (6 pkt)
Wysoko$¢ walca jest o 6 wieksza od srednicy jego podstawy, a pole jego powierzchni catko-
witej jest réwne 3787. Oblicz objetos¢ walca.

Rozwigzanie:

7N
N

zgtos btad "

spis tresci
symbole

13 kwiecien

arZs
S

2r — $rednica podstawy
H=2r+6 — wysoko$¢ jest o 6 wieksza od $rednicy podstawy
P.=2nr2 +2nrH - pole powierzchni catkowite]

3787 = 27r? + 2nrH
378w =2mr® + 2mr(2r +6) /i
378 = 2r% + 472 + 12r
0=6r+12r—378 /:6
0=r>+2r —63

dalej
matma235@02.pl a9

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

2 4+2r—63=0

Obliczamy pierwiastki:
A=22—-4.1-(—63)=4+252=256 A =+256=16

—-2—-16 —18 2416 14
i = _9 ro = + = — = 7

2-1 2 o212

1 =

Tylko rozwigzanie 19 = 7 jest poprawne (dtugo$¢ musi by¢ dodatania).

H=2r+6

H=2-7T+6

H =20
Objetos¢ walca:

V=n?H

V=m-7.20

V =980m
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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Zadanie 9 (8 pkt)

8| w

Dane s3 zbiory liczb rzeczywistych: A = {a: :

a) Zaznacz te zbiory na osi liczbowej

<1}iB:{x:|x+1|<3}.

b) Przedstaw zbiory AU B i A\B w postaci sumy przedziatéw liczbowych.

Rozwiazanie:

a) Zaznacz te zbiory na osi liczbowej

A:{x:§<1}
T

zamiast utamka mozemy napisa¢ iloczyn.

B3—2)z <0

dalej

dziedzina: x # 0

dlaz #0
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Rozwiagzujemy nieréwnos$¢ kwadratowa.

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
rozwiazaniem jest suma dwéch przedziatéw: A = (—o00,0) U (3, 00)

B={z:|z+1] <3}
|z +1] <3

Nieréwnos¢ z wartoscia bezwzgledng mozna zastgpi¢ uktadem nieréwnosci bez wartosci bez-

wzglednej.
r+1<3 i x+1>-3
r<3-—-1 z>-3-1
T <2 x> —4
s, N
-4 2

Rozwigzaniem jest cze$¢ wspélna przedziatow:

matma235002.pl B =(—4,2)

/ dalej
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

b) Przedstaw zbiory AU B i A\B w postaci sumy przedziatéw liczbowych.

Z rysunku odczytujemy rozwigzanie:

suma:  AUB = (—00,2) U (3,0)
réznica:  A\B = (—o00, —4) U (3,0)
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

i MATEMATYKA
4 matura na
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Zadanie 10 (8 pkt)

W trapezie opisanym na okregu katy przy dtuzszej podstawie maja miary 60° i 30°, a dtugosé
wysokosci tego trapezu jest réwna 6. SporzadZ odpowiedni rysunek i oznacz jego elementy.
Oblicz pole trapezu oraz dtugo$¢ jego podstaw.

. . b
Rozwiazanie:
c d
4+ b)h
Pole trapezu: P = % 6 6
60° 30°
T Y

Czworokat jest opisany na opisany na okregu, jezeli suma jego przeciwlegtych bokéw jest
réwna. Czyli a +b = c+d.

> sin 60° :g > sin 30° :g
A S PE
Goa ) i /2
c:6~% d:6%

12 12 V3 123 _
SOV 2. Shv =43 d=12

a+b=c+d=4V3+12 dalej
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Pole trapezu:

(a+b)h _ (4v3+12)-6

P=-— 5 = (4V3+12)-3=12V3+36
a
> tg60°_E > tg30°_§
x Yy
6 V3 6
> VB=2 [oa 3 Ty /v
V3 V3
L6 6.3
V3 =R
L6 _6 VB_of 18 _ V3 _ 183
“V3 VB V3 3 T BTV 3
z=2V3 y:6\/§
a=x+b+y
a—b=2V3+6V3
a—b=28/3 a+b=4V3+12  dalg
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a+b—4\/_+12

8\/_+b+b—4\/_-|-12

(o
{ V3+b
{a 8v3 +
|
|

spis tresci
symbole
zgtos btad

% =4v3+12— 83 / 2
a=8V3+b

13 kwiecien

b=6—2V3
a=8V3+6-2V3
b=6—2V3
a=6+6V3
{b:6—2\/§

Odp. Pole trapezu wynosi 12v/3+ 36, a jego podstawy 6 + 63, 6 — 2V/3.

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

166%

repetytorlum
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Matura poprawkowa z matematyki — styczen 2006

> Zadanie 11 (6 pkt)
Wyznacz dziedzine i naszkicuj wykres funkcji f danej wzorem f(m) = a1 - xo, gdzie 21, 2
s3 réznymi pierwiastkami réwnania (m + 2)a? — (m + 2)?z + 3m + 2 = 0, w ktérym

m € R\{—-2}.

> Zadanie 12 (4 pkt)

Rozwiaz uktad réwnan
|z —y =
2 +(y+1)? =8

> Zadanie 13 (5 pkt)
Wyznacz dziedzing funkcji f(z) = log, (4% — 12 - 2% + 32)

> Zadanie 14 (4 pkt)

Dany jest ciag tréjkatéw réownobocznych takich, ze bok nastepnego trokata jest wysokoscia
poprzedniego. Oblicz sume pdl wszystkich tak utworzonych tréjkatéw, przyjmujac, ze bok
pierwszego tréjkata ma dtugos¢ a (a > 0).

> Zadanie 15 (4 pkt)

Rozwiaz réwnanie:

- +ctgm+cos(z+x)=0
sin x 2
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Matura poprawkowa z matematyki — styczen 2006

> Zadanie 16 (4 pkt)

Para (£2, P) jest przestrzenia probabilistyczna, a A C Qi B C {2 s3 zdarzeniami niezalez-
spis treéci nymi. Wykaz, ze jezeli P(AU B) = 1, to jedno z tych zdarzen jest zdarzeniem pewnym tj.
symbole P(A)=1b P(B) =1.

zgtos btad

> Zadanie 17 (5 pkt)

Rysunek przedstawia wykres pochodnej funcji f.
4

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

1000/0/ —5 44 -3 —2 -1 1 2 3 5;

repetytorlum

a) Podaj maksymalne przedziaty, w ktérych funkcja f jest malejaca.

matma235@02.pl b) Woyznacz warto$¢ x, dla ktérej funkcja f osiaga maksimum lokalne. Odpowiedz uzasadnij.
c) Wiedzac, ze punkt A = (1,2) nalezy do wykresu funkcji f, napisz réwnanie stycznej

/ do krzywej f w punkcie A.
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

repetytorlum
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Matura poprawkowa z matematyki — styczen 2006

> Zadanie 18 (8 pkt)

Punkty A = (7,8) i B = (—1,2) sa wierzchotkami tréjkata ABC, w ktérym
|/BCA| =90°.

a) Wyznacz wspétrzedne wierzchotka C', wiedzac, ze lezy on na osi OX .

b) Napisz réwnanie obrazu okregu opisanego na tréjkacie ABC' w jednoktadnoéci o $rodku
w punkcie P = (1,0) i skali k = —2.

> Zadanie 19 (6 pkt)

Dany jest ostrostup prawidtowy tréjkatny, w ktérym dtugosé krawedzi podstawy jest réwna a.
Kat miedzy krawedzia boczng i krawedzig podstawy ma miare 45°. Ostrostup przecieto ptasz-
czyzna przechodzaca przez krawedz podstawy i Srodek przeciwlegtej jej krawedzi bocznej.
Sporzadz rysunek ostrostupa i zaznacz otrzymany przekrdj. Oblicz pole tego przekroju.

> Zadanie 20 (4 pkt)

Ciag (ay,) okreélony jest rekurencyjnie w nastepujacy sposéb:

dla dowolnego n > 1
n

Wykaz, korzystajac z zasady indukcji matematycznej, ze ciag (a,, ) mozna okresli¢ za pomoca
2

wzoru ogdblnego a,, =

o1’ gdzien > 1.
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h Zadanie 11 (6 pkt)
Wyznacz dziedzine i naszkicuj wykres funkcji f danej wzorem f(m) = x - xo, gdzie 21, 2
s3 réznymi pierwiastkami réwnania (m + 2)a? — (m + 2)?z + 3m + 2 = 0, w ktérym

m € R\{-2}.
spis tresci Rozwiazanie:
(m+2)2® — (m+2)’z+3m+2=0
symbole
zgtos btad Réwnanie ma rézne pierwiastki, jezeli A > 0.

A= (=(m+2)2)° —4(m+2)(3m +2)

Rozwiagzujemy nieréwno$é kwadratowa:

13 kwiecien

> (m+2)* —4(m+2)(3m +2) >0

(m+2) ((m+2)*>—43m+2)) >0

> (m+2)(m> +6m? +12m +8 — 12m — 8) > 0
(m +2)(m® + 6m?) >0

m?(m + 2)(m +6) > 0
e v

pierwiastki: my =0 mg=-2 mg

=—6
krotnoéé: 2 1 1

matma235@02.pl m € (—o0,—6) U (—2,0) U (0, 00)

/ dalej
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Korzystajac ze wzoréw Viéte'a:
3m + 2
Ty To =
VT g2
3m+2 3(m+2)—4 3(m+2 4 —4
m+ 2 m+ 2 m+ 2 m+2 m+2
spis tresci
—4 —4
symbole Wykres f(2) = ——— + 3 otrzymujemy przez przesuniecie y = — o wektor [—2, 3].
zgto$ biad m+2 m
o|l-al-1] 1] 4
13 kwiecien _
y==| 1] a]-4]-
y i
& i
matma235@02.pl

/ dalej
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Po uwzglednieniu dziedziny m € (—oo, —6) U (—2,0) U (0, 00) wykres funkcji

3m + 2
m) =
f(m) m+ 2
bedzie wygladat nastepujaco:
spis tresci
symbole
zgtos btad
13 kwiecien
4

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Zadanie 12 (4 pkt)

Rozwiaz uktad réwnan

lz| -~y =1
a? +(y+1)? =8

Rozwiazanie:

Korzystamy z definicji wartosci bezwzglednej

dlaz >0
r—y=1
a?+(y+1)° =8

B=2%
y=1

dlaz <0
=@m=p=1
2+ (y+1)=38

r=—2
y:
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

dlax >0
T—y=1
2+ (y+1)> =38

A4+ +(@y+1)2=38

r=1+y

(y+1)*=4
p=1lgy r=14+y
y+1=2 y+1=-2
r=1+1=2 r=14(-3)=—-2
y=1 y=-3

Jezeli x > 0 to zostaje tylko rozwiazanie:

%= 2
y=1
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

daz <0

z=1+4y
(y+1)° =4
B==Il=g
y+1=-2
z=-1-1=-2 r=-1-—(-3)=2
y=-3

Jezeli x < 0 to zostaje tylko pierwsze rozwigzanie: x = —2 y =1
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) Zadanie 13 (5 pkt)
Wyznacz dziedzing funkcji f(z) = log, (4 — 12 - 2% + 32)
Rozwigzanie:

Korzystamy z definicji logarytmu:

spis tresci

>0 z#1 42 —12.2% 432> 0

bol
YmBoe x € (—00,2) U (3,00)

zgtos btad
13 kwiecief Po uwzglednieniu wszystkich trzech warunkéw mamy dziedzine f ()

z € (0,1)U(1,2) U (3,00)

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

>4% —12-2°+32>0
2% —12-2°4+32>0
(2°) =122 +32 >0
t=2% t>0
t?—12t+32>0
Rozwiagzujemy nieréwnos$é kwadratowa:

A=(-12)2-4-1-(32) =144 +128 = 16
VA =116=4

t< 4 t> 8
2T < 4 27 > 8
20 < 22 27 > 23
T < 2 x> 3

x € (—00,2) U (3,00)
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A Zadanie 14 (4 pkt)

Dany jest ciag tréjkatéw réwnobocznych takich, ze bok nastepnego trékata jest wysokoscia
poprzedniego. Oblicz sume pdl wszystkich tak utworzonych tréjkatéw, przyjmujac, ze bok
pierwszego tréjkata ma dtugos¢ a (a > 0).

Rozwigzanie:

spis tresci

symbole Wzér na wysoko$¢ trdjkata réwnobocznego: = a‘/Tg
zgtos btad
bok pierwszego tréjkata a; =a
13 kwiecien wysoko$¢ pierwszego tréjkata  hy = aq - \/75 = a‘/Tg
pole pierwszego tréjkata P = % cay-hy = a2‘/T§
. - _ . _ V3
bok drugiego tréjkata as = hy = a-5"
B Maremarvca wysoko$¢ drugiego trdjkata ho = as - \/Tﬁ = a\/Tg . ‘/75 = a%
:n muiurng pole drugiego tréjkata P, = % ~ag - hy = % «CL‘/T5 : a% = QQVT?: . %
d100%
/ Widzimy, ze dtugos¢ boku drugiego tréjkata powstaje przez pomnozenia boku pierwszego
‘ ©/ przez \/75 zatem dtugosci bokéw kolejnych tréjkatéw réwnobocznych tworzg nieskonczony
e i cigg geometryczny o ilorazie ¢ = \/TE

Widzimy, ze pole drugiego trdjkata powstaje przez pomnozenia pola pierwszego przez
zatem pola kolejnych tréjkatéw réwnobocznych tworza nieskonczony ciag geometryczny
ilorazie ¢ = I;

matma235@02.pl dalej
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\ Suma pdl tréjkatdw:

P = P1 + P2 + PS
S N Cs

. 2
spis tresci = a2‘/T§ (1 + % + (%) +
symbole
zgto$ bfad w hawiasie mamy sume nieskoficzonego ciagu geometrycznego

13 kwiecien

1
= a234@- —a234§-4:a2\/§

3
1_4

Odp. Suma pél tréjkatéw wynosi P = a?+/3.

matma235@02.pl

N /
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien
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J

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa:

1\2
<§a) + 12 =2
1

a2+ B2 = g2
a h2:a2—la2
h 4
h2:z§1a2
20 20 h= %aQ
h:a?
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) Zadanie 15 (4 pkt)

Rozwiaz réwnanie:

T
: —I—ctgx—l—cos(—+a:>=()
sinx 2

Rozwiazanie:

spis tresci
symbole
zgtos btad

1 s
- —i—ctg:v—i—cos(——i—:c):O
sinx 2

13 kwiecien
> .
= —sinx

cos (g + x) E cos (90° + z)

+ctgax —sinx =0

sin
1 cosz sin’z
> — + — == =
sinz sinzx sin x
2

1 —cosx —sin“x 0

sinx

dziedzina:  sin # 0 jezeli z # kn dla k € C co widaé na wykresie y = sinz

1—cosz —sin®z =0

>1—cosz— (1 —cos’z) =0
cosx +cos’z =0
cosx - (cosz+1)=0

matma235@02.pl
dalej



http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=649
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

cosx - (cosx+1)=0 dlax#kr

cosx = 0 lub costr+1=0
rx= 5 +km cosr = —1
x=7m+2kr=2k+ )7

Jezeli x # km (wielokrotno$é ) to réwniez x # (2k+ 1), dlatego ostateczna odpowiedzia
s tylko

azzg—i—lm dakeC
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) Zadanie 16 (4 pkt)

Para (€2, P) jest przestrzenia probabilistyczna, a A C Qi B C €2 s3 zdarzeniami niezalez-
nymi. Wykaz, ze jezeli P(AU B) = 1, to jedno z tych zdarzen jest zdarzeniem pewnym tj.
P(A)=11ub P(B) =1.

Rozwigzanie:

spis tresci
symbole

zgto$ btad P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANnB)

13 kwiecien

zdarzenia sg niezaleine, gdy P(A N B) = P(A) - P(B)
1 = P(A) + P(B) — P(A) - P(B)
0= P(A) - 1+ P(B) (1 - P(4))
0=P(A)—1— P(B)(P(A) - 1)

0=(P(4) - 1)- (1 - P(B))

PA)-1=0 lub 1-P(B)= 0
1 lub PB)=1

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

166%

repetytorlum
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Zadanie 17 (5 pkt)
Rysunek przedstawia wykres pochodnej funcji f.

a) Podaj maksymalne przedziaty, w  ktdrych
funkcja f jest malejaca.

b) Wyznacz warto$¢ x, dla ktérej funkcja f

osigga maksimum lokalne. Odpowiedz uzasadnij.

c) Wiedzac, ze punkt A = (1,2) nalezy do wykresu
funkcji  f, napisz  réwnanie  stycznej
do krzywej f w punkcie A.

Rozwiazanie:

a) Podaj maksymalne przedziaty, w ktérych funkcja f jest malejaca.

-544-3-2-1

Pochodna f/(2) < 0 dla € (—o0,—4) U (0,4) co oznacza, ze w tych przedziatach

funkcja f jest malejaca.

b) Wyznacz warto$¢ x, dla ktérej funkcja f osigga maksimum lokalne. Odpowiedz uzasadnij.

Funkcja osiaga maksimum lokalne (ekstremum) dla z = 0 poniewaz:
f(0)=0

dlaz <0 f'(x)> 0 czyli funkcja jest rosnaca
dlaz >0 f'(z) <0 czyli funkcja jest malejaca

dalej
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

c) Wiedzac, ze punkt A = (1,2) nalezy do wykresu funkgji f, napisz réwnanie stycznej do
krzywej f w punkcie A.

Réwnanie stycznej

y — f(xo) = f'(z0)(z — 20)
Funkcja f zawiera punkt A = (1,2) zatem xg = 1i f(z0) = 2
Z wykresu odczytujemy f'(z9) = f/(1) = —2

y—2=-2(x—1)
y=—-2x+2+42
y=—2x+4


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=653
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

A > Zadanie 18 (8 pkt)

Punkty A = (7,8) i B = (—1,2) s3 wierzchotkami tréjkata ABC, w ktérym

|/BCA| = 90°.

a) Wyznacz wspétrzedne wierzchotka C', wiedzac, ze lezy on na osi OX .

b) Napisz réwnanie obrazu okregu opisanego na tréjkacie ABC' w jednoktadnoéci o $rodku
w punkcie P = (1,0) i skali k = —2. Ay A= (7,8)

spis tresci

symbole Rozwiazanie:

2glos biad a) Wyznacz wspétrzedne wierzchotka C,

L, wiedzac, ze lezy on na osi OX.
13 kwiecien

BLl-1,2)

C=(zc,0) T

Réwnanie prostej przechodzacej przez punkty (x1,y1) i (z2,y2)

MATEMATYRA

H matura na (y—y1) (@2 —x1) — (2 —y1)(@ —21) =0

100%

Przeksztatcamy je do postaci kierunkowej

(y—y1) (w2 —21) = (Y2 — y1)(z — 71)

S e Y2~
: y="—-(z—21)+un
T2 — I
z S . 8—0 8
Wspotczynnik kierunkowy prostej CA: a; = =
o — 7 ro — 7
matma2350@02.pl 3 o . 2—-0 2
Wspétczynnik kierunkowy prostej CB: ag = =
zc—(-1) zc+1
/ dalej
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Proste prostopadte maja wspdtczynniki kierunkowe spetniajace réwnanie:

a-as = —1
8 2
xc—7lxc+1
10 -1 /-(mo—7)(mc+1)
(ze = T)(zc +1)
—(xc —T)(@c+1)=16 /- (-1)
—(z% +z0 — Txc —T7) = —16
z% — 6z —T7=—16
T3 —6zc+9=0
(xc—3)2=0
IC:?)

=1

Odp. Szukanym punktem jest C' = (3,0).

dalej
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

b) Napisz réwnanie obrazu okregu opisanego na tréjkacie ABC' w jednoktadnosci o $rodku
w punkcie P = (1,0) i skali k = —2.

Na poczatek wyznaczymy réwnanie okregu opisanego na tréjkacie ABC'. Réwnanie okregu
o érodku (a,b) i promieniu 7 dane jest réwnaniem:

(z— a)® + (y— b)> = 1*

Korzystamy z tego, ze $rednica okregu opisanego na trdjkacie prostokatnym to przeciwpro-
stokatna tego tréjkata. Zatem $rodek okregu to érodek przeciwprostokatnej AB.

A=(7,8) B=(-1,2)

dalej
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) Zadanie 12 (4 pkt)

Dana jest funkcja: f(x) = cosz — /3sinz, z € R.
a) Naszkicuj wykres funkgji f.
b) Rozwiaz réwnanie: f(x) = 1.

Rozwigzanie:

spis tresci
symbole a) Naszkicuj wykres funkgji f.

zgtos btad
¢ ! f(z) = cosz —V3sinz

., _ 1 V3
13 kwiecien flx)=2 (5 cosx — 5% sin x)
> f(x) =2 (cos 3 cosz — sin % sin )

Korzystamy ze wzoru cos(a + 3) = cosacos f — sin asin

Na poczatek rysujemy funkcje f(x) = cosz, a nastepnie f(x) = 2cosz.

dalej

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

166%

repetytorlum

matma235@02.pl

_J

Ay

e

Funkcje f(z) = 2cos(x + ) otrzymujemy przez przesuniecie f(z) = 2cosx

o % w lewo.

Ay

2

y=2cos(z+ %)

vy

dalej
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Réwnanie okregu opisanego na tréjkacie ABC
(x—3)°+(y—5)°>=25

Okrag ten przeksztatcamy przez jednokfadno$é o érodku P = (1,0) i skali k = —2. Otrzy-

many okrag bedzie miat dwa razy wigkszy promien r’ = 10. Obrazem $érodka S = (3,5)
przeksztatconego przez jednoktadnos¢ bedzie punkt S’ = (—3, —10).

spis tresci
symbole
zgto$ btad MY

13 kwiecien

1S3

/P

Szukany okrag ma réwnanie

(z = (=3))* + (y — (~10))* = 10°
(z+3)% + (y + 10)> = 100

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

166%

repetytorlum

matma2350@02.pl

Zadanie 19 (6 pkt)

Dany jest ostrostup prawidtowy tréjkatny, w ktérym dtugosé krawedzi podstawy jest réwna a.
Kat miedzy krawedzia boczna i krawedzig podstawy ma miare 45°. Ostrostup przecieto ptasz-
czyzng przechodzaca przez krawedZ podstawy i Srodek przeciwlegtej jej krawedzi bocznej.
Sporzadz rysunek ostrostupa i zaznacz otrzymany przekrdj. Oblicz pole tego przekroju.

Rozwiazanie:

w
B8 = 272
os) = /0 s

_ Wy >
[KS] = 4 /

Pole tréjkata ASC

1 1

2
a6
Odp. Pole przekroju wynosi \/_
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W ostrostupie prawidtowym $ciany boczne s3 tréjkatami réwnoramiennymi
w
S
spis tresci
symbole 45°
zgtos btad C %a %a B
13 kwiecien 1
> cos4b° = 27
|BW|
2 la
s V2 _ / - |BW]|
2~ |BW|
V2 BW| = ¢ / V2
2 2 /72
2 2
=t 2 2 _ a2
2 V2 V2 o o2
Punkt S jest érodkiem krawedzi BW zatem
1 1 a\/§ a\/§
BS|==-|BW|==+-— = —
|BS| = 3|BW| =35 — 1
matma235@02.pl

J
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spis tresci

symbole
zgtos btad

13 kwiecien

:+<£>2<£>ﬁ

4 4 2
2 2
2_ 2, 0 4d
5 = +8 3
2
1'2:51
8
. E_ 10a2_a\/10
V8 V16 4

matma235@02.pl
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av10
4
h
spis tresci
symbole “
2gtoé btad c la K la A

13 kwiecien

9 a2 10a2
s 4 16
B2 _ 10a2 a2
T 16 4
h? il
16

matma235@02.pl
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) Zadanie 20 (4 pkt)
Ciag (ay,) okreslony jest rekurencyjnie w nastepujacy sposéb:

dla dowolnego n > 1

spis tresci n

symbole Wykaz, korzystajac z zasady indukcji matematycznej, ze ciag (a,,) mozna okredli¢ za pomoca
2

zgtos btad

wzoru ogdlnego a,, = , gdzien > 1.

2n—1
13 kwiecien

Rozwiazanie:
1.Dlan=1
2

R O

wzér a, = 1 jest prawdziwy.

2n —

2. Zatézmy, ze wzér a,, = jest prawdziwy dla liczby k.

2n —1
2
T2k —1

a

3. Korzystajac z zatozenia udowodnimy, ze jest on prawdziwy dla k + 1.

dalej
matma235@02.pl
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_2 _2 _2

- ak  3p—1 %1 3% 1
+1 = ) = 3 2k—1 ~ 2k+1
S 7 i S oy sl e k1

2 2k—1

_ 2
2k—1 " 2k+1 — 2k+1 — 2(k+1)—1

spis tresci

2

symbole ag41 = m

zgtos btad

13 kwiecien

Udowodnilismy, ze jezeli wzér a,, = jest prawdziwy dla liczby k, to jest on prawdziwy

2n — 1
dla liczby k41, co oznacza, ze jezeli jest prawdziwy dla 1, to jest on prawdziwy dla wszystkich

liczb naturalnych.

matma235@02.pl

J
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h > Zadanie 11 (6 pkt)
Wyznacz wszystkie liczby catkowite &, dla ktérych funkcja f(z) = 22 — 28 -z + 2% + %
przyjmuje wartosci dodatnie dla kazdego x €R.

Rozwigzanie:

spis tresci

f(w)=x2—2k-x+2k+g

symbole
zgtos btad Woprowadzmy zmienng pomocnicza t = 28 ¢ > 0.
)

2
13 kwiecien fla)y=a®—te+t+ 1

Funkcja kwadratowa przyjmuje wartosci dodatnie dla kazdego © €R, gdy jej wykres lezy
catkowicie nad osia O X, co sie dzieje, gdy nie ma pierwiastkéw, czyli A < 0.

A=(—t)2—4(t+2)=t>—-4t-5
2 —4t—-5<0

Ay =16—-4(-5)=16+20=36 VA, =6

—(—4)—6
2 2 2

t =

te(—1,5)it>0czyli
t € (0,5)

matma2350@02.pl dalej
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

t € (0,5)
0<t<5b
0<2" <5

Odp. Rozwiazaniem s3 liczby catkowite K = 2,1,0, —1,—2, ...
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

100%

E
s
G
a
=

matma235@02.pl

> Zadanie 12 (5 pkt)
Powyzszy rysunek przedstawia fragment wykresu pewnej funkcji wielomianowej W () stop-

nia trzeciego. Jedynymi miejscami zerowymi tego wielomianu sa liczby (—2) oraz 1, a po-

chodna W/(—2) = 18.

Y
a) Wyznacz wzér wielomianu W ().
b) Wyznacz réwnanie prostej stycznej do wykresu
tego wielomianu w punkcie o odcietej © = 3.
= | 1 £
Rozwiazanie:
Wielomian ma dla x = —2 pierwiastek o krotnosci 1, a dla = 1 pierwiastek o krotnosci 2.

Wielomian ma wiec postac

W(z)=a(z—(-2))(x—1)2 a#0
W(z) = a(x +2)(x —1)?

W(z) = a(z +2) (x> — 2z + 1) >
W(z) = a(x® — 22° + z + 202 — 42 + 2)
W(z) = a(x® — 3z + 2)

Obliczamy pochodna wielomianu
W(z) = a(3z* — 3)
Jezeli W/(—2) = 18 to
W'(-2) =a (3(—2)* - 3)
18=a-9 / 19
a=2 dalej
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W(z)=2(x+2)(x—-1)>* W' (z)=2(32> -3) =62 -6

b) Wyznacz réwnanie prostej stycznej do wykresu tego wielomianu w punkcie o odcietej
r=3.

Réwananie stycznej dla g = 3.

spis tresci
symbole

to$ btad
HEes B y — W(xo) = W (xo)(x — xo)

13 kwiecien W3)=23+2)(3-1)2=2-5-4=40
W'3)=6-32-6=6-9—6=48
y — 40 = 48(z — 3)
y =48z — 144 4+ 40
y=48x — 104

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

166%

repetytorlum

matma235@02.pl

Zadanie 13 (5 pkt)

Sporzadz wykres funkgji f(x) = ;”—:3 , @ nastepnie korzystajac z tego wykresu, wyznacz
wszystkie wartoéci parametru k, dla ktérych réwnanie ;—:g = k, ma dwa rozwiazania,
ktérych iloczyn jest liczba ujemna.
Rozwigzanie:

. v a4
Na poczatku narysujemy wykres funkcji y = %

z—4 z-2-2 -2 —2 —2

vy= - _x—2+x—2 xr—2

x—2  x—2

Wykres y = z_—f2 + 1 otrzymujemy przez przesuniecie y = _72 o wektor [2, 1].

4 Y z|-2]-1] 1] 2
PEE Y ey
= ./>_
T
dalej
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

flo) = | 2=

x—4’

Warto$¢ bezwzgledna zmienia wykres funkcji przenoszac na gére dolna cze$¢ wykresu syme-
trycznie do osi OX.

H
j

T T2 T

z—4
=2

Réwnanie ‘ = k ma dwa rozwiazania x1, xo réznych znakéw jezeli k € (1,2).
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

Zadanie 14 (4 pkt)
Niech A, B C 2 beda zdarzeniami losowymi, takimi ze P(A) = 5 oraz P(B) = £.
Zbadaj, czy zdarzenia A i B s3 rozfaczne.

Rozwiazanie:

Gdyby zdarzenia A i B byly roztaczne (AN B = )) to P(AN B) = 0 co oznacza, 7e wzér
P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)
uproscitby sie do postaci
P(AUB)=P(A)+ P(B)
Ale P(A)+ P(B) = & + 5 = 155 + 155 = 1o3 cayli

139
P(AUB)=—>1
( ) 132
Nie jest to mozliwe, poniewaz wartos¢ prawdopodobienistwa nigdy nie moze byé
wieksza od 1.

Tak wiec przyjecie zatozenia, ze zdarzenia A i B s3 roztaczne prowadzi do fatszu. Zatem nie
mog3 one by¢ rozfaczne.
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Zadanie 15 (5 pkt)

Dany jest nieskoficzony cigg geometryczny postaci: 2, N 2

p=1" (p-1)2" (p-1)?
wszystkie wartosci p, dla ktérych granicg ciagu jest liczba:

a) 0.

b) 2.

Rozwigzanie
a)

Ciag
2 2 2

) p_17(p_1)2’(p_1)37"‘

mozemy zapisaé¢ w takiej postaci:

1 1 \? 1\
2, 2(—), 2(—) ., 2(—) ,
p—1 p—1 p—1

Taki ciag jest zbiezny do 0 jezeli

2

‘ﬁ‘ <1 dziedzina p # 1

— < | i > =l
S-1<0 —+1>0
122 < 0 L +E>0
Sl < 0 =l > 0

dalej

,... Wyznacz
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

czes$¢ wspdlna

b)
Ciag

2_
<0 >0
2-pp-1)<0 p(p—1)> 0

rozwigzujemy nieréwnosci kwadratowe

p € (—00,1) U (2,00) p € (—00,0) U (1,00)
0o 1 2
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— =1 dziedzina p # 1

p—1
1
_— =
p—1
1 p—1
spis tresci p—1 p—1
symbole 1-p+1 -0
zgto$ biad p—1
ﬂ—o
13 kwiecien p—1
2—p=0
p=2

Odp. Dla p € (—00,0) U (2,00) ciag ma granice réwna 0, a dla p = 2 ma granice
réwna 1.

matma235@02.pl

J
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Zadanie 16 (7 pkt)

Dane jest réwnanie postaci (cosx —1)-(cosx+p+1) = 0, gdzie p € R jest parametrem.

a) Dla p = —1 wypisz wszystkie rozwiazania tego réwnania nalezace do przedziatu (0; 5).

b) Wyznacz ~ wszystkie ~wartosci  parametru  p, dla  ktérych dane réwnanie
ma w przedziale (—; ) trzy rézne rozwiazania.

Rozwiazanie:

a) Dla p = —1 wypisz wszystkie rozwiazania tego réwnania nalezace do przedziatu (0; 5).

(cosz —1)-(cosz+p+1)=0
p=—1
(cosxz —1)-(cosz—1+1)=0
(cosxz —1)-cosx =0
cosz—1=0 lub cosz =0

cosr =1

W przedziale (0; 5) =~ <0; ﬁ -3, 14> ~ (0; 1, 67) rozwiazanie réwnah mozemy odczytaé
z wykresu y = cos .

rz=0 lub r=7% lub x=15r

dalej
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

b) Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych dane réwnanie
ma w przedziale (—;7) trzy rézne rozwiazania.

(cosz —1)-(cosz+p+1)=0

cost—1= 0 lub
cosx = 1

w przedziale © € (—m, ) z wykresu
Yy = cOs x odczytujemy rozwigzanie

=0

cosr+p+1=20
cosr = —p—1

w przedziale © € (—m, ) na wykresie
Yy = cos & widzimy, ze réwnanie
ma dwa rozwiazania, jezeli

-1<-—p-1<1

1< —p-1 i —-p-—-1<1

p< =141 i —p < 2

p< 0 i p> —2
pe(_250>

(cosz—1)-(cosxz+p+1)=0

Pierwszy nawias daje jedno rozwiagzanie niezaleznie od p, dlatego drugi nawias musi dawaé
dwa rozwiazania, co sie dzieje gdy p € (—2,0).
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

106%,

repetytorlum

matma235@02.pl

Zadanie 17 (4 pkt)

W tréjkacie prostokatnym ABC (/BCA = 90°) dane sa dtugoéci przyprostokatnych:

|BC| = a i |CA| = b. Dwusieczna kata prostego tego tréjkata przecina przeciwprosto-
a-b

katna AB w punkcie D. Wykaz, ze dtugo$¢ odcinka C'D jest réwna o V2. Sporzadz

pomocniczy rysunek uwzgledniajac podane oznaczenia.

Rozwiazanie:

A

Dwusieczna dzieli kat 90° na dwa katy po 45°. Liczymy pola tréjkatéw CAD i CDP.

PACAD—%~b~$~SiH45O PACDB:% a-x-sin45°
1 2 1 2
DPACApzib%C% DPACDBzﬁ a-x: \2[
2 2
Pproap = %bﬂ@ Pacps = %GI

Prapc = iab

Parcap + Pacps = §ab

V2,  v2 1
—b +Ta —§ab /-4

dalej
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

z-V2(b+a) = 2ab
_ 2ab
 V2(a+b)

= ab \/5
a+b
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h Zadanie 18 (8 pkt)

Oblicz miary katéw dowolnego czworokata wpisanego w okrag o promieniu R = 5v/2,
wiedzac ponadto, ze jedna z przekatnych tego czworokata ma dtugosé 10, za$ iloczyn sinuséw

wszystkich jego katow wewnetrznych jest réwny %.

Rozwiazanie:

spis tresci . . . .
Na podstawie twierdzenia o kacie Srodkowym

i wpisanym ZAOC = 20

_ O
A 5 5 C

5

symbole
zgtos btad

13 kwiecien

> sinf =
5v2
» 1 V2
MATEMATYKA SIMU =5 T 7
H matura na 0 ﬁ
100% U
@/ W czworokacie wpisanym w okrag suma przeciwlegtych katéw wynosi 180°.
i B+6= 180° a+y= 180°
SR R B = 180° — 6 v = 180° -«
B = 135°
sinq - sin (- sin-y - sinf = %
matma235002.pl sin o - sin 135° - sin(180° — a) - sin45° = 2

/ dalej
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V2

spis tresci sin
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

v =180° — «
~ = 180° — 60°
~v = 120°

Odp. Katy czworokata to 45°, 135°, 60°, 120°.

matma235@02.pl

J

sin o - sin(180° — 45°) - sin(180° — «) - sin45° =
> sin« - sin45° - sin v - sin45° =

DSIHQ'T'SIHO['T—

3

g

3

g

V2 _ 3

g

2,,.1_3

2738

2 3

sin®a = 3
o /3
sina=4/%
smazﬁg
> o = 60°


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=681
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

100%

repetytorlum

matma235@02.pl

Zadanie 19 (6 pkt)
Korzystajac z zasady indukcji matematycznej, udowodnij, ze kazda liczba naturalna n > 5
spetnia nieréwnoéé 27 > n? 4+ n — 1.

Rozwigzanie:

1.Dlan=5
2 >54+5-1

32> 29

nieréwno$¢ jest prawdziwa.

2. Zatézmy, ze nieréwno$¢ jest prawdziwa dla liczby k

> k24 k-1

3. Korzystajac z zatozenia udowodnimy, ze jest ona prawdziwa dla k + 1
(k+1)2+k+1-12 kK2 +2%k+1+k=
=k +k-1+ 2k+2< (2k+2<k?+k—1)
<k4+k-1+ kK+k-1=
<2-(K>+k—1)=2.2F =2k

Ostatecznie otrzymujemy:
2P > (k+1)2+(k+1) -1
Udowodniliémy, ze jezeli nieréwnoséé 2™ > n%+n—1 jest prawdziwy dla liczby &, to jest ona

prawdziwa dla liczby k + 1, co oznacza, ze jezeli jest prawdziwa dla 5, to jest on prawdziwa
dla wszystkich liczb naturalnych.
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2k+2<k®+k—1
0<k’—k-—3

rozwigzujemy nieréwnos¢ kwadratowa

spis tresci

A=(-1)2-4-1-(-3)=1+12=13

symbole

zgloé btad (-1)-vI3 1-V13
T = = ~ —1, 3
L 2.1 2
13 kwiecien
—(—1)—1-\/13 1+ 13
T = = ~ 2,8
2-1 2
-1,3 2,8 5

2 2

L <_m,iﬁ> ! (Mm>

Z rozwiazania wynika, ze dla kazdego k > 5 nieréwnosé¢ 2k +2 < k2 +k—1 jest prawdziwa.
matma235@02.pl



http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=683
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

h Zadanie 11 (3 pkt)
Wyznacz dziedzing funkcji f(x) = log,»_4 (3 + 42* — & — 4) i zapisz ja w postaci sumy
przedziatéw liczbowych.

Rozwigzanie:

spis tresci B , ,
symbole f(x) =log,e_q (2° +4a° —x —4)

zgtos btad Korzystamy z definicji logarytmu:

13 kwiecien 22 —-3>0 x> —3#£1 23 +4z2 —2—4> 0
(z —V3)(z++3) >0 22 #4 2z +4)—(x+4) >0
1 =vV3 23=—V3 r#2ic#2 (z+4)(2>-1)> 0

(x4+4)(z—-1)(z+1)> 0
\ / 1 =—4 x9=1 z3=—1

—V3 3 T

x € (—oo, _\/§) U (\/3, oo)

1 =B — & =1 1 V3 2

matma235@02.pl Odp. = € (=4, —2) U (=2, —v/3) U (v/3,2) U (2, 0)

J
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

b) Rozwiaz réwnanie: f(z) = 1.

cosx—\/gsinacz 1
2cos(a:+§) =1 /:2

cos o+ §) = §

Na wykresie y = cos x widzimy, ze takie réwnanie ma dwa rozwigzania

r+ 5= —5+2kn lub >pr+ 5= §+2kn
x= —%— % +2kn x = 2km
B = —§7r+2k7r

keC
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A Zadanie 13 (4 pkt)
Rzucamy n razy dwiema symetrycznymi szeSciennymi kostkami do gry. Oblicz, dla jakich n

prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej raz tej samej liczby oczek na obu kostkach jest
d 671

mniejsze od {555.

Rozwigzanie:

spis tresci
P Liczymy prawdopodobienstwo wyrzucenia tej samej liczby oczek na obu kostkach przy jed-

symbole .
norazowym rzucie.

zgtos btad =
liczba wszystkich mozliwych wynikéw: Q=
A

13 kwiecien na obu kostkach jest ta sama liczba oczek:

Wykorzystamy schemat Bernoulliego do policzenia prawdopodobienstwa zdarzenia przeciw-

MaTEMATYKA | nego (bo fatwiej), czyli nie wyrzucenia w n rzutach ani razu tej samej liczby oczek.

matura na

‘IOO%/ Po(k) = (Z) prg" "

E
s
G
a
=

dalej

matma235@02.pl
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Po(k) = (Z)p’“q”’“

— liczba wszystkich rzutéw
— liczba rzutéw w ktérych wypadta ta sama liczba oczek

— prawdopodobienstwo wyniku z t3 samg liczba oczek na obu kostkach

Spis tresci —p= % — prawdopodobienstwo wyniku z rézna liczbg oczek na obu kostkach

symbole

zgtos btad Pu(0) = <8> (%)O <g>n—0

13 kwieciefi n! 5\"
P = (2
(0 = G o <6>

Prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej raz tej samej liczby oczek na obu kostkach w

n rzutach jest zatem réwne:
5 n
1-P,(0)=1—{(=
©=1-(3)

dalej

matma235@02.pl
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

4>n
n<4
n € {1,2,3}

Odp. Prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej raz tej samej liczby oczek na obu kost-
kach jest mniejsze od L5 dla n € {1,2,3}.
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Zadanie 14 (5 pkt)

. 14+4474+...+(Bn-2)
Oblicz: 1

e B+ T 9+ ...+ (2n+3)

Rozwiazanie:

Licznik 1 +4 4+ 74 ... + (3n — 2) jest suma ciagu arytmetycznego w ktérym:

pierwszy wyraz: aj; = 1
réznica r=3
wyraz ogdlny an=14+(Mn—-1)-3=3n-2

Suma tego ciggu wynosi:

Mianownik 5+ 7 + 9+ ...+ (2n + 3) jest suma ciagu arytmetycznego w ktérym:

pierwszy wyraz: a1 =5
réznica F=2
wyraz ogdlny apn=5+Mn—-1)-2=2n+3

Suma tego ciggu wynosi:
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

14+447+...4+4Bn—-2) . gnf—gn

noo 5+ 749+ ..+ (
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spis tresci

symbole

zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

106%,

D Mo P g
W o CORCTINA 1 ADRIA

E
s
G
a
=

matma235@02.pl

Zadanie 15 (4 pkt)
——
Przeprowadzajac anologiczne rozumowanie, ustal zwigzek miedzy wektorem M N oraz wek-

—_— =
torami AB i DC', wiedzac, ze czworokat ABC'D jest dowolnym trapezem, za$ punkty M
i N sa odpowiednio $rodkami ramion AD i BC' tego trapezu (Rys. 2).
D C

Rys. 2

A B
Podaj interpretacje otrzymanego wyniku.

Rozwiazanie:
Korzystajac z wtasnosci wektordw i dziatan na wektorach, zapisujemy réwnosci:

= e
(1) MN = MA + AB + BN
oraz

—_— e e
(2) MN =MD + DC +CN

Po dodaniu réwnosci (1) i (2) stronami otrzymujemy:
— — — — — — —
2-MN =MA+AB + BN + MD + DC +CN
—_— — —_— —
MD = —MA orazCN = —BN , wiec:
— — — — — — —
2-MN =MA +AB + BN — MA + DC — BN
— — —
2-MN = AB + DC
— — —
MN =} (4B +DC)
Wykorzystujac wtasnosci iloczynu wektora przez liczbe, ostatnia réownos¢ mozna zinterpreto-
wac nastepujaco:
odcinek laczacy Srodki dwéch ramion dowolnego trapezu jest réwno-

legly do podstaw tego trapezu, za$ jego dlugo$é jest rowna polowie
sumy dlugosci tych podstaw.
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

106%,

repetytorlum

matma235@02.pl

Zadanie 16 (5 pkt)

Szescian o krawedzi dtugosci a przecieto ptaszczyzng przechodzaca przez przekatna podstawy
i nachylong do ptaszczyzny podstawy pod katem %.Sporzqdé odpowiedni rysunek. Oblicz pole
otrzymanego przekroju.

Rozwiazanie:

miara tukowa: %

przekrojem jest trapez

podstawa trapezu: |

wysoko$¢ trapezu:

podstawa trapezu:

D

B P
[Pre

_ 180° __ o
= 180° _ gp

:a\/i

|KN| = 283¢ A 7

Pole trapezu ABC'D:

—
|(,7I)|:a(\/__%§) i
p (AB[+ |02D\) -|KN|
. [aﬂ+a(ﬂ2 =y

ol ) ()
p_ 2(v6—1)
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

Rysujac przekréj musimy najpierw odpowiedzie¢ na pytanie, czy bedzie on przecinat krawedzie
szedcianu powyzej punktu P czy ponizej.

Odcinek KT jest potowg przekatnej P
kwadratu o boku a zatem
2
|KT| = av?2
2 a
- ITP|  a /(
(S
SATIKT| T o2
p — T
2
tga=—==1,4 I @
\/§ a
> o~ 54,7°

Przekréj rysujemy pod katem 60° zatem bedzie przechodzit powyzej punktu P.
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

> sin 60° =

v

RIS

>
I

>
|

@
h
a
P/ h
2a /\/§ 650°
2 V3 "
V3 V3
2V/3

3
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Na poczatek obliczymy dtugos¢ odcinka /XS

> ctg 60° = =~ N P
a
N
spis tresci 3 - @ / @ a
symbole a3 60°
zgto$ btad T = 3 K z § T

Odcinek KT jest potowa przekatnej kwadratu zatem ma dtugoé¢ |KT'| = %ﬁ Odcinek
N P ma zatem dtugosé¢

13 kwiecien

2
|NP|:|ST|:|KT|—x:aT—%§

Tréjkat C'P D sktada sie z dwéch tréjkatéw réwnoramiennych zatem

D
|CD|=|CN|+ |ND|=2|NP)|
a2 a3 N
D| = _—
23
matma235@02.pl erjsae <\/— 3 )
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) Zadanie 17 (7 pkt)
Wykaz, bez uzycia kalkulatora i tablic, ze \3/5\/5—}— 7 — €/5f — 7 jest liczba catkowita.

Rozwiazanie:

spis tresci

§/5\/§+7—{”/5f—7

zgtos btad Trzeba byto wpas¢ na to, ze wyrazenia pod pierwiastkiem mozna zwinaé ze

symbole

wzordw skréconego mnozenia

5v2+7=(v/2+1)% poniewaz (V2+1)> =2v/2+6+3vV2+1=5/2+7
5v2 —T7=(v/2—-1)% poniewaz (v2—1)>=2v2—-6+3v2-1=5V2-7

13 kwiecien

Usvarr—isva—1= {’/(\/§+1)3—6/(\/5—1)3:\5“—(&—1) —9

matma235@02.pl
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) Zadanie 18 (8 pkt)
Pary liczb (x,y) spetniajace uktad réwnan:

—dr? +y?+2y+1=0
—z?+y+4=0

spis tresci
symbole s3 wspétrzednymi wierzchotkéw czworokata wypuktego ABCD.

a) Wyznacz wspétrzedne punktéw: A, B, C, D.

b) Wykaz, ze czworokat ABC'D jest trapezem réwnoramiennym.
c) Wyznacz réwnanie okregu opisanego na czworokacie ABC'D.

zgtos btad

13 kwiecien

Rozwiazanie:

a) Wyznacz wspétrzedne punktéw: A, B, C, D.
—4r? +9y?+2y+1=0
—’+y+4=0

—4z*+ (y+1)>=0 o>
—?+y+4=0

(y+1)? = 422
—2*+y+4=0

matma235@02.pl y=a2—4 y=x°—

/ dalej

y+1=2z y+1=-2x
lub
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

y=2zr—1 Y= =2p=Il
y:x2—4 Yy 2 4

O Q @™ =
I Il
;,\,\A
&
(
e

51 J

b) Wykaz, ze czworokat ABC'D jest trapezem réwnoramiennym.

Trapez jest réwnoramienny, jezeli odcinki AD i BC' maja réwne dtugosci.

A=(-1,-3) D= (-3,5)
14D| = /(=3 — (1)) + (5~ (-3)* = V(-2 + & = VIFBI = VB

B=(1,-3) C =(3,5)
IBCI=\/(3—1)2+(5—(—3))2=\/22+82=\/4+64=\/@

Odcinki AD i BC' s3 réwne, zatem trapez ABC'D jest réwnoramienny. dalej
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spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

W= 2= 1l
y=z2—4
2r —1=2%—-4
0=a*-4-2zv+1
0=12°-22-3
> -22-3=0

Wyznaczamy pierwiastki réwnania:
A:(—2)2—4-1~(—3)=4—|—12:16
VA = /16 =

4
—(-2)—-4 2-4 —(-2)+4 2+4
= = :71 = = =
o 2.1 2 e 2.1 2
1 =—1 B = &
y1:2~(71)—1 y2:2.3_]_


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=699
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

W= =2p=1
{ y=2z%—4
—2z-1=2"—-4
0=2?—4+2z+1
0=12"+22-3
2®+2r-3=0
Wyznaczamy pierwiastki réwnania:

A=22—4.1-(-3)=4+12=16

VA =+116=4
_—2-4_6_ 244
=T T T Ty T
r; = —3 o =1
g1=—2-(—3)—1 yo=—2-1—1

T = —3 To =1
Yy1 =25

@
)
Il
I
w
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spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

100%

E
s
G
a
=

matma235@02.pl

Srodek okregu opisanego na tym trapezie lezy na osi
1. Srodek okregu lezy réwniez na symetralnej dowol- by
nego boku np. BC. Zatem punkt przeciecia syme-
tralnej i osi y da nam wspoétrzedne Srodka okregu.

réwnanie prostej przechodzacej przez punkty B i C-

symetralna boku BC": A B

y=-3o+13

symetralna przecina oé y w punkcie O = (0, 1%) Punkt O jest érodkiem okregu.

Znajdujemy promier okregu liczac odlegtoéé punktu O od C.
0=(0,13),C = (3,5)

0C] = /(3012 + (532 =/9+ (5)" = /L + L2 = 45

réwnanie okregu o érodku O = (0, %) i promieniu 7 = %

<x—o>2+(y—§)2=<§>2

2y 3\ _®
Y73) T

~

Sy
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prosta przechodzaca przez punkty B = (1,—3) i C' = (3,5)

=(=3)B-1)-06-(3)(@=-1)=0
(y+3)-2—8(x—1)=0
20+6—-8xr+8=0
2y =8x — 14 /:2
y=4x -7

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl
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\ Szukamy réwnania y = ax + b symetralnej odcinka BC. Wiemy, ze jest ona prostopadta
do prostej y = 4x — 7 zawierajacej bok BC' wiec:

Spis tresci Symetralna boku BC' przechodzi przez jego $rodek:

symt,)ole B=(1,-3) C = (3,5)
zgto$ btad <1+3 —3+5>

= s

13 kwiecien

(2,1)

Symetralna boku BC y = —}1:16 + b zawiera punkt .S zatem:
_ 1
l=-7-2+b
_ 1
l=—-5+b
_ 11
b=13

Réwnanie symetralne;j:

.
:——‘T p—
¥=71 2

matma235@02.pl
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) Zadanie 19 (10 pkt)

Dane jest réwnanie: 22 + (m — 5)z + m? +m + 1 =0.

Zbadaj, dla jakich wartosci parametru m stosunek sumy pierwiastkéw rzeczywistych réwnania
do ich iloczynu przyjmuje warto$é¢ najmniejsza. Wyznacz te warto$é.

Rozwigzanie:

is tre<ci 1
spis tresci x2+(m—5)x+m2+m+—=0

symbole 4
zgto$ btad Réwnanie ma pierwiastki rzeczywiste, gdy A > 0, czyli dla m € <—6, %>
13 kwiecien Korzystajac ze wzoréw Viéte'a:

T1+To=-—-m+5H Ty x2e=m>4+m+ =

2

Stosunek tych wyrazen daje funkcje:

fm) = i
fm) =~
(m+3)
Jej dziedzinam € (—6,—3) U (—3,3)
dalej

matma235@02.pl
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—m—+5
fm)=—
(m+3)

W celu wyznaczenia najmniejszej wartosci tej funkcji obliczymy warto$ci na krancach dzie-
dziny <—6, —%>U (—%, %> a nastepnie badamy jej monotoniczno$¢ za pomoca pochodnej.

spis tresci

—(-6)+5 11

symbole f(— = - = = H
zgtos btad ( Ch 2) ( 2 )
4 11
13 kwiecief f(%) — 45 15 — E 5 = E ﬁ _ 2
R

Badajac monotoniczno$é funkcji w dziedzinie dochodzimy do wniosku, ze najmniejsza wartos¢
funkcji znajduje sie na krancach dziedziny.

Funkcja f(m) osiaga najmniejsza warto$¢ dla m = —6 i wynosi ona 1;41'

matma235@02.pl
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1
x2+(m—5)x—|—m2+m+1:0

A=m—-52-4-1-(m*+m+1)=m?—10m+25—4m? —dm — 1 =
= —3m? — 14m + 24

spis tresci
symbole
zgtos btad A

>0
2
13 kwiecien —3m*—14m+24>0

rozwigzujemy nieréwno$¢ kwadratowa
Ay = (—14)2 —4-(=3)-24 =196 = 196 + 288 = 468 /A,, = 22

14-22 -8 4 14+22 36

6 -6 3 0

my

matma235@02.pl
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Pochodna tej funkcji:

Liczymy pierwiastki licznika:

Znak pochodnej zalezy od licznika, dlatego rysujemy

przyblizony wykres wyrazenia w liczniku

Odczytujemy monotoniczno$¢ funkcji w dziedzinie m € <—6, —%) U (—%, §1>

ze znaku pochodne;j.

) funkcja rosnie

funkcja maleje

wykres funkcji f(m) w dziedzinie

==

4

1,2\.
11

Wl

3V
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f(m) =

—m—+5
2
(m+3)

Liczac pochodna funkgji korzystamy ze wzoréw

f'(m) =

—m+5
m2+m+

!

(cm+5)(m*+m+3) = (cm+5)m*+m+3)" _

—1-(m*4+m+1)—(-m+5)(2m+1)

2
(m2+m+ 1)

(m+%?)

-m? —m— 7 — (—2m? — m + 10m + 5)
R
(m+3)
—m2—m—%+2m2+m—10m—5
1\4 -
(m+3)

m? — 10m — 5%

(m+3)"
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J

m2—10m—51=0

10411 21 1

4
liczymy pierwiastki réwnania kwadratowego
A= (-10)2—4-51 =100 + 21 = 121 VA =11
_10-11 1
M= T 2 2

2 _10=
2 02
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Matura z matematyki — maj 2003

> Zadanie 1 (4 pkt)

Lewa strona réwnania 1 + 22 + 2% + 254+ ...+ 227 + ... = 3 jest suma nieskoriczonego
ciagu geometrycznego o ilorazie 2. Z warunku zbieznoéci mamy 22 < 1. Zatem dziedzing
réwnania jest przedziat (—1,1).

Réwnanie mozna zapisa¢ w postaci 1 + 2%(1 4+ 22 + 2% +...) = 3. Stad 1 + 322 = 3.

Pierwiastkami ostatniego réwnania sa liczby: 1 = f‘/Té, To = \/Té nalezace do dziedziny.
Odpowiedz: Rozwigzaniami réwnania s3 liczby x1 = —‘/Té, To = ‘/Té.
Postepujac w analogiczny sposéb rozwiaz réwnanie: 1 +x 422 +a3+. ..+ +... = 2.

> Zadanie 2 (4 pkt)

Rysunek przedstawia fragment wykresu funkcji kwadratowej f.

a) Podaj miejsce zerowe f. Ay
6

b) Podaj rozwiazanie nieréwnosci
f(z) <o0. °
c) Podaj rozwiazanie réwnania 3

z)=3

() .
1

—6—5—4—3—271’1 1234é\6;
-1
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Matura z matematyki — maj 2003

> Zadanie 3 (4 pkt)
Dane dotyczace wzrostu chtopcéw z klasy Il B przedstawione sa na diagramie.

5 -

a) Oblicz $redni wzrost chtopcéw z klasy Il B nd
(podaj wynik doktadny)

3 -

b) Illu chtopcéw z klasy Il B ma wzrost
wyzszy od Sredniego?

liczba chlopcéw

(= e
L 1
:I

il

68

167 :I
170 :I

172 |1

o —
o D~
— —

164
165

wzrost w cm
> Zadanie 4 (3 pkt)
Liczby 102, 105, 108, 111, ..., s3 kolejnymi, poczatkowymi wyrazami pewnego ciagu
arytmetycznego (a,, ). Zapisz wzér ogdlny na n-ty wyraz tego ciagu. Oblicz wyraz ag;.

> Zadanie 5 (5 pkt)

Przed wejéciem do przychodni lekarskiej znajduja sie schody majace 8 stopni po 15 cm
wysokoéci kazdy. Postanowiono zbudowaé podjazd dla niepetnosprawnych o nachyleniu 7°.
Oblicz dtugos$¢ podjazdu. Wynik podaj w zaokragleniu do 10 cm.
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Matura z matematyki — maj 2003

> Zadanie 6 (3 pkt)

Ciag (ay,) okreélony jest wzorem

spis tresci
P a; = 1
symbole
a2 = 2

zgtos btad
an+2 =2""' +a, +any1  dla n e N\{0}

L) beviedey Wyznacz czwarty wyraz tego ciagu.

A Yy
> Zadanie 7 (5 pkt) 3
Rysunek przedstawia fragment wykresu
funkgji liniowej f. Wykres funkcji g jest
Maremarika obrazem wykresu funkql.f_ otrzymi- /
G nym za pomoca przesuniecia o wek- % 1 T 2 3 1

‘IOOO/O/ ;orlf[“:g[Q, 1]. Wyznacz miejsce zerowe
unkgji g.

Sv

E
s
G
a
=

> Zadanie 8 (3 pkt)

Sktadka na ubezpieczenie zdrowotne jest réwna 7,5% podstawy wymiaru skfadek na ubez-
pieczenie spofeczne. Podstawa wymiaru sktadek na ubezpieczenie spoteczne jest réwna 60%
przecigtnego wynagrodzenia. Oblicz wysokos$¢ sktadki na ubezpieczenie zdrowotne przyjmu-
jac, ze przecietne wynagrodzenie jest réwne 1869,76 zt. Wynik podaj w zaokragleniu do 1
grosza.

matma235@02.pl
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Matura z matematyki — maj 2003

> Zadanie 9 (3 pkt)

Oblicz pole dziatki rekreacyjnej, ktérej plan przedsta-
wiony jest na rysunku. Zaktadamy, ze katy ABC' i
ECD s katami prostymi.

10m

> Zadanie 10 (2 pkt)

16m

4m

8m

Kupujac los loterii mozna wygra¢ nagrode gtéwna, ktéra jest zestaw ptyt kompaktowych lub

jedna z 10 nagréd ksiazkowych. Przy zakupie jednego losu prawdopodobienstwo wygrania

nagrody ksiazkowej jest réwne % Oblicz, ile loséw jest pustych.

> Zadanie 11 (4 pkt)
Podstawa prostopadtoécianu ABC DA B,C D1
jest prostokat o bokach dtugoici: |AD| =3 i A

Dy

|AB| = 6. Wysokoé¢ prostopadtoécianu ma dtu-
gos¢ rowna 6. Uzasadnij, za pomoca rachunkéw, ze
tréjkat BAD; jest prostokatny.

B

Cy
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> Zadanie 1 (4 pkt)

Lewa strona réwnania 1 + 22 + 2% 4+ 25 + ...+ 22" + ... = 3 jest suma nieskoficzonego

ciggu geometrycznego o ilorazie 22 Z warunku zbieznosci mamy z? < 1. Zatem dziedzing

réwnania jest przedziat (—1,1).

Réwnanie mozna zapisa¢ w postaci 1 + 2%(1 4+ 22 + 2% 4+ ...) = 3. Stad 1 + 322 = 3.
V6 V6

Pierwiastkami ostatniego réwnania s3 liczby: ©1 = —-5>, %2 = -5 nalezjce do dziedziny.
Odpowiedz: Rozwigzaniami réwnania s3 liczby 1 = f\/Té, To = \/Té.
Postepujac w analogiczny sposéb rozwiaz réwnanie: 1 +2 4+ 22 +a2+. ..+ 2" +... = 2.
Rozwiazanie:

l+z+z®+a23+...+2"+...=2

Lewa strona réwnania jest suma nieskonczonego ciggu geometrycznego o ilorazie x. Z wa-
runku zbieznoéci mamy x € (—1, 1). Zatem dziedzina réwnania jest przedziat (—1,1).

Réwnanie mozna zapisa¢ w postaci 1 + (1 + + 2% +...) = 2. Stad 1 + 2z = 2.

Pierwiastkiem ostatniego réwnania jest liczba: z = % nalezaca do dziedziny.
1

Odpowiedz: Rozwiazaniami réwnania jest liczba © = 5.
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> Zadanie 2 (4 pkt)

Rysunek przedstawia fragment wykresu funkcji kwadratowej f.

a) Podaj miejsce zerowe f.

b) Podaj rozwigzanie nieréwnosci

f(z) <O0.

c) Podaj rozwigzanie réwnania

flz) =3

—6 —5 —4 —3 —2 7’!

Rozwiazanie:

miejsca zerowe: z1=-1 z9=5
f(z) <0 da € (—o00,—1) U (5,00)
f(z)=3 da 2=0 lub =4
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> Zadanie 3 (4 pkt)

Dane dotyczace wzrostu chtopcéw z klasy Il B przedstawione sg na diagramie.

5
a) Oblicz $redni wzrost chtopcéw z klasy 1l B *E 4
(podaj wynik dokfadny) & 5
=
13} 2
b) Illu chtopcéw z klasy 1l B ma wzrost 8
wyzszy od $éredniego? E 9 |_|
0 1 1 1 1 1 1 1
<t n O - 0 o O -
. . © © © © © © b~ b~
Rozwiazanie: = o= H E E E H
wzrost w cm

a) Oblicz $redni wzrost chtopcéw z klasy Il B (podaj wynik doktadny)

Liczba wszystkich chtopcéw:
24+44424+34+1+24+1=15
Suma wszystkich wzrostéw chtopcéw:

2-164+4-166 +2-167+3-168 +1-169+2-170 4+ 1-172 = 668

Odp. Sredni wzrost chtopcéw: h = 61—658 =167,4 cm

b) llu chtopcéw z klasy Il B ma wzrost wyzszy od $redniego?

Liczba chtopcéw o wzroscie wiekszym od 167,4 cm:
3+14+241=7

Odp. Siedmiu chfopcéw ma wzrost wigkszy od Sredniego.
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) > Zadanie 4 (3 pkt)
Liczby 102, 105, 108, 111, ..., sa kolejnymi, poczatkowymi wyrazami pewnego ciagu
arytmetycznego (a,, ). Zapisz wzér ogdlny na n-ty wyraz tego ciagu. Oblicz wyraz ag;.

Rozwigzanie:

spis tresci ciag arytmetyczny

SEeE pierwszy wyraz: a; = 102
zgtos btad
réznica ciagu: 1 =3
13 kwiecien
n-ty wyraz: an=01+Mn—-1)r=102+(n—-1)-3=102+3n—3 =3n+99

agr = 3 - 81+ 99 = 243 4 99 = 342

matma235@02.pl
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h > Zadanie 5 (5 pkt)

Przed wejéciem do przychodni lekarskiej znajduja sie schody majace 8 stopni po 15 cm
wysokosci kazdy. Postanowiono zbudowaé podjazd dla niepetnosprawnych o nachyleniu 7°.
Oblicz dtugo$¢ podjazdu. Wynik podaj w zaokragleniu do 10 cm.

Rozwiazanie:

spis tresci
symbole
zgto$ biad d

13 kwiecien

15 ecm
N|
[e]

Wysokoé¢ podjazdu: h = 8 - 15 em = 120 e¢m

MATEMATYKA . o
matura na >osin7" = —

o d
106%

e 0,1219d = 120 /-0, 1219

E
s
G
a
=

120
> 0,1219 = =~ /~d

d =984,413
Odp. Dtugoséé podjazdu w zaokragleniu do 10 cm to 980 cm.

matma235@02.pl
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) > Zadanie 6 (3 pkt)
Ciag (ay,) okreélony jest wzorem
a; = 1
a2 = 2
Unio =2"" 4 ay, +any1  dla n € N\{0}

spis tresci

symbole Wyznacz czwarty wyraz tego ciagu.

zgtos btad
Rozwigzanie:

13 kwiecien _— 3
a3 =0a142=2""4+a1+a1=2"+a1+ax=1+1+2=4

G4ZGQ+2=22_1+a2+a2+1:21+a2—|—a3:2+2—|—4:8

matma235@02.pl
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> Zadanie 7 (5 pkt)

Rysunek przedstawia fragment wykresu funkcji liniowej f. Wykres funkcji g jest obrazem
wykresu funkgji f otrzymanym za pomoca przesuniecia o wektor 4 = [2, 1]. Wyznacz miejsce
zerowe funkgji g.

Rozwigzanie:

A/

Przesuwajac A = (—2,0) o wektor @ = [2,1] otrzymujemy A’ = (0, 1)

Przesuwajac B = (3,2) o wektor & = [2, 1] otrzymujemy B’ = (5, 3)

Réwananie prostej przechodzacej przez punkty A" = (z4,y4), B' = (xB,yB):

(y—ya)(xp —z4) — (yB —ya)(x —24) =0
dia A = (0,1) i B' = (5,3)
(y-1)(B-0)-B-1(z-0)=0
(y—1)5—2z=0
5y —H -2z =0

dalej
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J

S5y=2x+5 /:5
yz%x—l—l
Wzér funkeji g1 y = §x+1

Wyznaczamy miejsce zerowe

Odp. o = -2

N
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> Zadanie 8 (3 pkt)

Sktadka na ubezpieczenie zdrowotne jest réwna 7,5% podstawy wymiaru sktadek na ubez-
pieczenie spoteczne. Podstawa wymiaru sktadek na ubezpieczenie spoteczne jest réwna 60%
przecietnego wynagrodzenia. Oblicz wysoko$¢ sktadki na ubezpieczenie zdrowotne przyjmu-
jac, ze przecietne wynagrodzenie jest réwne 1869,76 zt. Wynik podaj w zaokragleniu do 1
grosza.

Rozwiazanie:
Podstawa wymiaru sktadki na ubezpieczenie zdrowotne:
60
60% - 1869, 76 = 100 1869, 76 = 1121,856 ~ 1121, 86
Skfadka na ubezpieczenie zdrowotne:

7,5% - 1121,86 = %(5) -1121,86 = 84,1394 ~ 84,14

Odp. Skfadka na ubezpieczenie zdrowotne wynosi 84zt 14gr.
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> Zadanie 9 (3 pkt)

Oblicz pole dziatki rekreacyjnej, ktérej plan przedsta-
wiony jest na rysunku. Zaktadamy, ze katy ABC' i
ECD sa katami prostymi.

Rozwiazanie:
1
Pole tréjkata ECD: P = 5 10-4 =20 m?
16 +10) -8
Pole trapezu ABCE: P = u =104 m?
Pole cafej dziatki: P =20+ 104 = 124 m?

Odp. Dziatka rekreacyjna ma pole 124 m?.

10m

16m

4m

8m
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Zadanie 10 (2 pkt)

Kupujac los loterii mozna wygraé nagrode gtéwna, ktéra jest zestaw ptyt kompaktowych lub
jedna z 10 nagréd ksigzkowych. Przy zakupie jednego losu prawdopodobienstwo wygrania
nagrody ksigzkowej jest réwne % Oblicz, ile loséw jest pustych.

Rozwiazanie:

n — liczba wszystkich loséw
10 . o . .
— — prawdopodobienstwo wygrania jednej nagrody ksiazkowe;j
n
10 1 /
_ = = -n
7
1
10 = =n / 7
7
0=n
n =710

Wszystkich loséw jest 70. Za pomoca 11 loséw mozna wygraé nagrode, zatem loséw pustych

jest 70 — 11 = 59.

Odp. Loséw pustych jest 59.
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> Zadanie 11 (4 pkt)

Podstawa prostopadtoécianu ABC DA, B,C1D;
jest prostokat o bokach dtugoici: |AD| =3 i
|AB| = 6. Wysokoé¢ prostopadtoécianu ma dtu-
gos¢ réwng 6. Uzasadnij, za pomoca rachunkéw, ze
tréjkat BAD7 jest prostokatny.

Rozwiazanie:

wyznaczamy przekatna podstawy:

wyznaczamy przekatna szescianu:

|BD| =35
|BDy| =9
wyznaczamy przekatna $ciany bocznej: |AD:| = 3v/5

Ay

Dy
B
6
D
3
6 B

Tréjkat ABD; jest prostokatny, jezeli jego boki spetniaja twierdzenie Pitagorasa:

|AB|? + |AD;|> = |BD; |?
62+ (3v5)2 =9
36 4 45 = 81

81 =81

(&1

Odp. Boki tréjkata ABD; spetniaja twierdzenie Pitagorasa, zatem jest to tréjkat prosto-

katny.
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Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa

6 + 3% = |BD|?

36 +9 = |BD|?

|BD|? = 45
|BD|=vV45=+9-5
|BD| = 35
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Dy

35

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa

(3v/5)2 4+ 62 = |BD4|?
45 + 36 = |BD; |?

|BD,|* = 81
|BD;| = V81
|BD:1| =9
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Dy

A

Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa

3%+ 6% = |AD; |?

9+36 = |AD; ?
|AD; |? = 45

|AD;| = V45 =95
|AD:| =35
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Matura z matematyki — styczen 2003

> Zadanie 1 (3 pkt)

Powierzchnia prostokatnej dziatki budowlanej réwna sie 1540 m?. Oblicz wymiary tej dziatki
wiedzac, ze r6znia sie one 0 9 m.

> Zadanie 2 (4 pkt)
Na wspélne konto panstwa Kowalskich wptywaja pienigdze z ich dwéch pensji miesiecznych,
razem jest to kwota 3200 ztotych. Na poczatku kazdego miesigca matzonkowie dzielg catosé
tej kwoty. Na diagramie kotowym pokazano strukture planowanych, przez panstwa Kowal-
skich, miesiecznych wydatkéw.

inne

(5%) Korzystajac z tych danych:

ubrania . . . .
. (12%) a) Oblicz, ile procent danej kwoty stanowia

miesieczne wydatki panstwa Kowalskich
na wyzywienie.
gaz i energia
(14%) b) Oblicz, ile pieniedzy wydaja panstwo
Kowalscy w ciggu miesiagca tacznie, na
gaz i energie oraz czynsz.

czZynsz

wyzywienie (400 1)
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Matura z matematyki — styczen 2003

> Zadanie 3 (3 pkt)
Upraszczajac pierwiastek kwadratowy z liczby 27 + 10v/2, zapiszemy ja w postaci kwadratu
sumy dwoch liczb. Postepujemy nastepujaco:

\/27+10\/§:\/25+10\/§+2:
:\/52+2-5~\/§+(x/§)2=\/(5+\/§)2=5+\/§

Przeanalizuj ten przykfad, a nastepnie, stosujac  analogiczne postepowanie,

uproéé /11 + 6v/2.

> Zadanie 4 (4 pkt)
5
Réwnanie prostej C' = — - F' — —— ustala zalezno$¢ miedzy temperaturg wyrazona w
stopniach Celsjusza (C') oraz Fahrenheita (F).
a) Oblicz, ile stopni w skali Fahrenheita (F'), ma wrzaca w temperaturze 100° woda.
b) Wyznacz taka temperature, przy ktérej liczba stopni w skali Celsjusza jest réwna
liczbie stopni w skali Fahrenheita.

> Zadanie 5 (4 pkt)
Dany jest trojkat, ktérego dwa boki maja dtugosci 8 cm i 12 cm, kat zawarty miedzy tymi
bokami ma miare 120°. Oblicz dtugo$¢ promienia okregu opisanego na tym tréjkacie.
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Matura z matematyki — styczen 2003

> Zadanie 6 (5 pkt)

Do pewnego przepisu z ksiazki kucharskiej nalezy przygotowaé 0, 25 litra ptynu. Mamy do
wyboru trzy szklanki w ksztatcie walca o wewnetrznych wymiarach: pierwsza o $rednicy —
6 cm i wysokosci 10 cm, druga — o $rednicy 5,8 cm i wysokosci 9,5 cm oraz trzecia — o
$rednicy 6 cm i wysokosci 9 cm.

Ktérej szklanki objetos¢ jest najblizsza 0, 25 litra? Odpowiedz uzasadnij.

> Zadanie 7 (6 pkt)

Funkcja f : R — R jest okrelona wzorem: f(z) = 2% — 6x + 12.

a) Rozwiaz nieréwnoé¢ f(x) — 19 > 0.

b) Uzasadnij, ze obrazem wykresu funkcji f, w symetrii wzgledem prostej o réwnaniu
x = 6, nie jest parabola, okreélona réwnaniem y = (z — 9)2 + 6

> Zadanie 8 (3 pkt)

Sposréd wszystkich wierzchotkdéw szeScianu wybieramy jednoczesnie trzy wierzchotki. Ob-
licz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze otrzymamy wierzchotki tréjkata
réwnobocznego.

> Zadanie 9 (3 pkt)

Wykaz, ze w trdjkacie prostokatnym suma kwadratéw sinuséw miar wszystkich jego katéw
wewnetrznych réwna sie 2.
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Matura z matematyki — styczen 2003

> Zadanie 10 (5 pkt)
Wszystkie liczby naturalne dwucyfrowe, podzielne przez 6 s3 wyrazmi pewnego ciagu rosna-

cego.
a) Zapisz wzér ogdlny na n - ty wyraz tego ciggu arytmetycznego.

b) Oblicz, ile wyrazéw ma ten ciag.

c) Oblicz sume pietnastu poczatkowych kolejnych wyrazéw tego ciagu
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h > Zadanie 1 (3 pkt)

Powierzchnia prostokatnej dziatki budowlanej réwna sie 1540 m?2. Oblicz wymiary tej dziatki
wiedzac, ze r6znig sie one 0 9 m.

Rozwigzanie:

spis tresci

symbole

zgtos btad

13 kwiecien

z+9

z(z +9) = 1540
2 + 9z — 1540 =0
Rozwiazujemy réwnanie kwadratowe
A=92—-4.1-(—1540) =81 +6160=6241 VA =79

-9-79 88 9479 70
1‘1—7—7—-44 :EQ_T_?_?)E)

Dtugo$¢ nie moze by¢ liczba ujemna wiec jedyne poprawne rozwiazanie to:

=35 r+9=44

matma235Qo2.pl Odp. Dziatka ma wymiary 35 m na 44 m.

J
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Zadanie 2 (4 pkt)
Na wspdlne konto parstwa Kowalskich wptywaja pieniadze z ich dwéch pensji miesiecznych,
razem jest to kwota 3200 ztotych. Na poczatku kazdego miesiaca matzonkowie dzielg cato$é
tej kwoty. Na diagramie kotowym pokazano strukture planowanych, przez panstwa Kowal-
skich, miesiecznych wydatkéw.

inne

(5%) Korzystajac z tych danych:

ubrania

(12%)

N a) Oblicz, ile procent danej kwoty stanowia

miesieczne wydatki panstwa Kowalskich
na wyzywienie.

gaz i energia

(14%) b) Oblicz, ile pieniedzy wydaja panstwo
Kowalscy w ciggu miesigca tacznie, na
gaz i energie oraz czynsz.

czynsz

wyzywienie (400 z1)

Rozwiazanie:
Na poczatek obliczymy jaki procent 3200 zt stanowi czynsz — 400 zt.

400 1 1
—====-] =12,5%
3200 8 8 e 5%

Procent jaki stanowia miesieczne wydatki na wyzywienie:
100% — (5% + 12% + 14% + 12,5%) = 100% — 43,5% = 56,5%

Odp. Na wyzywienie Kowalscy przeznaczaja 56, 5%.
dalej
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Na gaz i energie Kowalscy wydaja:

14
14 3200 = — - =44
% z 100 3200 8

Razem z czynszem 448 + 400 = 848 zt.

Odp. Kowalscy wydaja na czynsz, gaz i energie tacznie 848 zt.


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=735
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole
zgtos btad

13 kwiecien

matma235@02.pl

J

> Zadanie 3 (3 pkt)

Upraszczajac pierwiastek kwadratowy z liczby 27 + 10/2, zapiszemy ja w postaci kwadratu
sumy dwdch liczb. Postepujemy nastepujaco:

\/27+10\/':\/25+10\/§+2:
:\/52+2.5.\/§+(\/§)2:\/(5—}—\/5)2:54-\/5

Przeanalizuj ten przyktad, a nastgpnie, stosujac  analogiczne postepowanie,

upros¢ /11 + 6v/2.

Rozwigzanie:

V1146v2= /9 +6v2+2 =
:\/32+2-3-\/§+(\/§)2=\/(3+\/§)2:3+\/§
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> Zadanie 4 (4 pkt)
5

Réwnanie prostej C' = — - F' — ——, ustala zalezno$¢ miedzy temperatura wyrazona w

stopniach Celsjusza (C') oraz Fahrenheita (F).

a) Oblicz, ile stopni w skali Fahrenheita (F'), ma wrzaca w temperaturze 100° woda.

b) Woyznacz taky temperature, przy ktérej liczba stopni w skali Celsjusza jest réwna
liczbie stopni w skali Fahrenheita.

Rozwiazanie:

a) Oblicz, ile stopni w skali Fahrenheita (F'), ma wrzaca w temperaturze 100° woda.

5 160
C=2 F——
5 160
100= 2. F— == /-9
900 = 5F — 160
900 + 160 = 5F
1060 = 5F /:5
F =212

Odp. Woda wrze w 212 stopniach Fahrenheita.

dalej
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\ b) Wyznacz taka temperature, przy ktérej liczba stopni w skali Celsjusza jest réwna
liczbie stopni w skali Fahrenheita.

C=F
spis tresci C=--C—- @ / 9
symbole
2gtos blad U0 S O =l
4C =-160 /:4
13 kwiecien C = —40

Odp. Temperatura —40 stopni Celsjusza jest réwna liczbie stopni w skali Fahrenheita.

matma235@02.pl
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h > Zadanie 5 (4 pkt)
Dany jest tréjkat, ktérego dwa boki maja dtugosci 8 cm i 12 cm, kat zawarty miedzy tymi
bokami ma miare 120°. Oblicz dtugo$¢ promienia okregu opisanego na tym tréjkacie.

Rozwigzanie:
spis tresci 8 @ 12
symbole
zgtos btad B
13 kwiecien c = 4+/19

liczymy promien okregu opisanego na trojkacie:

R W19
~ 2sin120°
3
sin120° = sin(180° — 60°) = sin 60° = \/7—
419
= ST
2.3
p_ VI V3
VB
/57
R= \/T_

matma235@02.pl
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8 12

@

W celu obliczenia ¢ korzystamy z twierdzenia cosinuséw

A=8+122-2-8-12-cos120°
® =64+ 144 — 192 - cos 120°

1
c0s120° = cos(180° — 60°) = — cos 60° = —

1
2 =208 —192- <—§>

2 =208 + 96

2 =304
c=+/304=16-19
c:4\/ﬁ
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> Zadanie 6 (5 pkt)

Do pewnego przepisu z ksiazki kucharskiej nalezy przygotowaé 0, 25 litra ptynu. Mamy do
wyboru trzy szklanki w ksztatcie walca o wewnetrznych wymiarach: pierwsza o $rednicy —

6 cm i wysokosci 10 cm, druga — o $rednicy 5,8 cm i wysokosci 9,5 cm oraz trzecia — o
$rednicy 6 cm i wysokosci 9 cm.

Ktérej szklanki objetos¢ jest najblizsza 0, 25 litra? Odpowiedz uzasadnij.
Rozwiazanie:

1litr = 1000em?
0,250 = 0,25 - 1000cm?® = 250 em?

objetoé¢ walca: V = 7r? - h

r1:%~6:30m r2:%~5.8=2.90m

r3:%-6:3cm
h1 =10 em hs = 9.5 ecm hs =9 cm
Vi=w-32-10 Vo=m-292.95 Va=7m-32-9
Vi=3,14-90 Vo=x3,14-9 79,895 V33,14 - 81
Vi ~ 282,6 cm? Vo = 250,9 em? Vs ~ 254,3 em?

Odp. Szklanka o $rednicy 5,8 cm i wysokosci 9,5 ¢m ma objetoéé V' & 250, 9 cm3, ktéra
jest najblizsza 0, 25 litra.
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h > Zadanie 7 (6 pkt)

Funkcja f : R — R jest okreglona wzorem: f(z) = x? — 6x + 12.

a) Rozwiaz nieréwnoéé f(x) — 19 > 0.

b) Uzasadnij, ze obrazem wykresu funkgji f, w symetrii wzgledem prostej o réwnaniu
x = 6, nie jest parabola, okreélona réwnaniem y = (x — 9)2 +6

spis tresci Rozwigzanie:

symbole a) Rozwiaz nieréwnos¢ f(x) — 19 > 0.
zgtos btad
nierébwnosci kwadratowe
13 kwiecien
flz)—19>0
2? —6x+12-19>0
2?62 —7>0

znajdujemy pierwiastki

A=(=62-4-1-(-7)=36+28=64 VA=\64=38

matma2350@02.pl dalej
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b) Uzasadnij, ze obrazem wykresu funkcji f, w symetrii wzgledem prostej o réwnaniu
x = 6, nie jest parabola, okreélona réwnaniem y = (z — 9)% + 6

Znajdujemy wspétrzedne wierzchotka wykresu f(z) = 22 — 6z + 12

=5 7
A=(—6)2—-4-1-12=36—-48 = —12
_ —(-12)

1=y =

Wi (3,3)

Wspétrzedne wierzchotka wykresu iy = (z — 9)2 +6 to Wo(9,6).

4y

8|y

Jak widaé na wykresie, wierzchotki W7 i W5 nie sa do siebie symetryczne wzgledem prostej
x = 6. Zatem obrazem wykresu funkcji f, w symetrii wzgledem prostej o réwnaniu = 6,
nie jest parabola, okredlona réwnaniem y = (z — 9)% + 6.
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> Zadanie 8 (3 pkt)

Sposréd wszystkich wierzchotkéw sze$cianu wybieramy jednoczesnie trzy wierzchotki. Ob-
licz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze otrzymamy wierzchotki tréjkata
réwnobocznego.

Rozwiazanie:

Sze$cian ma 8 wierzchotkéw, z ktdrych 3 rézne wierzchotki mozemy wybraé na tyle sposobdw:

= (8 8! 6-7-8 _6:7-8 336
Q= 20
(3) (8—3)1-3! 5. 3! 23 6 0

W ten sposéb mozemy otrzymac maksymalnie 8 tréjkatéw réwnobocznych:

Prawdopodobienstwo otrzymania wierzchotkéw tréjkata réwnobocznego:
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h > Zadanie 9 (3 pkt)

Wykaz, ze w tréjkacie prostokatnym suma kwadratéw sinuséw miar wszystkich jego katéw
wewnetrznych réwna sie 2.

Rozwigzanie:

spis tresci Mamy wykazaé:
symbole sin? 90° + sin® o + sin” § = 2
zgtos btad

katy w trojkacie

13 kwiecien
90° + o+ = 180°
6 =180°—90° — «
6=90° -«

sin? 90° + sin? o + sin? § = 2
Przeksztatcajac lewa strone udowadniamy, ze jest réwna prawej:

L = sin? 90° + sin® o 4 sin® § =

= sin?90° + sin? o + sin?(90 — ) =

sin 90° =1

sin(90° — «) Z cosa
=12 +sina+cos’a= »
=1+1=2=P

/ L=P

matma235@02.pl
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> Zadanie 10 (5 pkt)

Wszystkie liczby naturalne dwucyfrowe, podzielne przez 6 s3 wyrazmi pewnego ciggu rosna-

cego.

a) Zapisz wzér ogdlny na n - ty wyraz tego ciggu arytmetycznego.

b) Oblicz, ile wyrazéw ma ten ciag.

c) Oblicz sume pietnastu poczatkowych kolejnych wyrazéw tego ciagu

Rozwiazanie:
a) Zapisz wzér ogdlny na m - ty wyraz tego ciagu arytmetycznego.
Liczby dwucyfrowe podzielne przez 6 tworza cigg arytmetyczny

12,18,24, ...,90, 96

ay= 12 — pierwszy wyraz ciagu

r =6 - réznica ciagu

wzor ogdlny na n - ty wyraz tego ciagu arytmetycznego:
an, =124+ (n—-1)-6
ap =12+ 6n—06
a, =6n—+6

Odp. Wzér ogblny tego ciagu arytmetycznego a,, = 6n + 6.

dalej
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b) Oblicz, ile wyrazéw ma ten ciag.

12,18,24, ...,90, 96

n - ty wyraz tego ciggu arytmetycznego

anp =ay + (n—1)r

%6=12+(n—-1)-6

96 =12 +6n —6
96 — 12 +6 = 6n

6n=90 /:6

n=15

Odp. Ciag ten ma 15 wyrazéw.

c) Oblicz sume pietnastu poczatkowych kolejnych wyrazéw tego ciagu

suma wyrazOéw ciagu arytmetycznego

S:‘“JFT“”.H
12

g = —|-96.15
2
S =810
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Matura z matematyki — maj 2002

> Zadanie 1 (3 pkt)
3
Dana jest prosta [ o réwnaniu y = 2%~ V/2 oraz punkt A = (=3, —2). Wykres funkgji

liniowej f jest prostopadty do prostej [, punkt A nalezy do wykresu funkcji f.
Wyznacz

a) wzér funkgji f,

b) miejsce zerowe funkgji f.

> Zadanie 2 (3 pkt)
—
Dany jest wektor AB = [—3, 4] oraz punkt A = (1, —2). Oblicz:
a) wspdtrzedne punktu B,
—
b) wspétrzedne i dtugoéé wektora ¥ = —2 - AB..

> Zadanie 3 (3 pkt)

W klasie liczacej 30 uczniéw, dziewieciu obejrzato film pt. ,Nasz XXI wiek”. Wychowawca
klasy otrzymat 4 bilety i zamierza wylosowa¢ uczniéw, ktérych zaprosi na projekcje tego filmu.
Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia, ze wsréd czterech wylosowanych z tej klasy uczniéw
nie ma ucznia, ktéry juz ten film ogladat.
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Matura z matematyki — maj 2002

> Zadanie 4 (5 pkt)
W pewnej szkole Sredniej po pierwszym pétroczu przeprowadzono test z matematyki.
Tabelka przedstawia wyniki testu:

Ocena 1 2 3 4 5 6
Liczba uczniéw 10 30 80 30 25 5

a) Sporzadz diagram stupkowy przedstawiajacy zestawieni wynikéw testéw.
b) Oblicz $rednia arytmetyczna uzyskanych ocen.
c) Oblicz, ilu uczniéw uzyskato ocene wyzsza od $redniej arytmetycznej ocen.

> Zadanie 5 (4 pkt)

Ania przeczytata ksiazke sience-fiction w ciggu 13 dni, przy czym kazdego dnia czytata o taka
sama liczbe stron wigcej, niz w dniu poprzednim. lle stron miata ta ksiazka, jezeli wiadomo,
ze w trzecim dniu Ania przeczytata 28 stron a w ostatnim 687

> Zadanie 6 (3 pkt)

Jezeli T =2, To =3 i r3 = —1 s3 miejscami
zerowymi wielomianu W (z) = ax® + ba® + cx + d, gdzie a # 0 oraz W(4) = 2, to
wspotczynnik @ mozna wyznaczy¢ postepujac w nastepujacy sposob:

Wielomian W zapisujemy w postaci iloczynowej: W (z) = a(x — 2)(x — 3)(z + 1) i

wykorzystujac warunek W (4) = 2 otrzymujemy réwnanie: 2 = a(4 — 2)(4 — 3)(4 + 1),
stad a = %
Postepujac analogicznie, wyznacz wspétczynnik a wielomianu W (x) = az3 +bx?+cx+d,

wiedzac, ze jego miejsca zerowe to x1 = —2, 9 = 1, &3 = 2 oraz W (—1) = 3.
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Matura z matematyki — maj 2002

> Zadanie 7 (4 pkt)

Planujac czterotygodniowe wakacje, rodzina Kowalskich przeznaczyta pewna kwote na wy-
zywienie. W pierwszym tygodniu wydano 30% zaplanowanej kwoty, w drugim tygodniu o 60
ztoty mniej niz w pierwszym, w trzecim pofowe reszty pieniedzy. Na czwarty tydzien zostato
270 ztoty. Oblicz kwote, ktéra rodzina Kowalskich przeznaczyta na wyzywienie.

> Zadanie 8 (5 pkt)

Funkcja kwadratowa f(z) = ax? + bz — 3, gdzie b > 0 posiada dwa rézne miejsca zerowe,
ktérych iloczyn jest réwny (—3). Wiedzac, ze funkcja ta przyjmuje najmniejsza warto$¢ réwna
(—4), wyznacz:

a) wspétczynnik a i b,

b) miejsca zerowe funkcji f.

> Zadanie 9 (5 pkt)

Zaplanowano zalesi¢ ugér w ksztatcie trojkata réwnoramiennego, ktérego dtugos$é najdtuz-
szego boku, na planie w skali 1:1500, jest réwny 12 c¢cm i jeden z katéw ma miare 120°. W
szkdtce lesnej zamdwiono sadzonki, w ilosci pozwalajacej obsadzi¢ obszar wielkosci 40 aréw.
Oblicz, czy zaméwiono ilos¢ sadzonek jest wystarczajaca do zalesienia ugoru.

> Zadanie 10 (5 pkt)

Dane s3 dwie bryty: stozek, w ktérym dtugos$¢ promienia podstawy jest réwna 4 dm i wysoko$é
ma dtugosé % dm oraz ostrostup prawidtowy czworokatny, w ktérym krawedz podstawy ma
dtugosé 4+/3 dm. Wiedzac, ze objetosci tych bryt sa réwne, wyznacz kat nachylenia Sciany
bocznej ostrostupa do podstawy.
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) > Zadanie 1 (3 pkt)

3
Dana jest prosta [ o réwnaniu iy = 5%~ V/2 oraz punkt A = (=3, —2). Wykres funkgji

liniowej f jest prostopadty do prostej [, punkt A nalezy do wykresu funkcji f.
Wyznacz

a) wzér funkgji f,

b) miejsce zerowe funkgji f.

spis tresci
symbole . )
Rozwiazanie:
zgtos btad
a) wyznacz wzér funkcji f

13 kwiecien y=azr+b
proste prostopadte
3
@ ° 5 = —].
3 .3
_ 2
a — —]. o 3
__2
©==3
Y= —%x—i—b

Podstawiamy wspétrzedne punktu A = (—3, —2) do wzoru funkgji.

—2=-2.(-3)+0b
—2=2+0b
—-2-2=0b
b=—4
matma235@02.pl
Odp. y = —%x —4 dalej

J
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matma235@02.pl

b) miejsce zerowe funkcji f miejsce zerowe

2)
0=-%
%x:—él
r=—4
1‘0:—6

Odp. Miejsce zerowe xg = —6.

NI~

Wl
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) > Zadanie 2 (3 pkt)
—_—
Dany jest wektor AB = [—3,4] oraz punkt A = (1,—2). Oblicz:
a) wspdtrzedne punktu B,
R —
b) wspétrzedne i dtugoéé wektora ¥ = —2 - AB..

Rozwigzanie:

spis tresci
symbole a) Oblicz wspétrzedne punktu B

zgtos btad
—_
A=(1,-2) AB =[-34

B=(1+(-3),-2+4)=(-2,2)

13 kwiecien
Odp. B = (—2,2)

- E—
b) wspétrzedne i dtugoéé wektora v = —2 - AB.

—
AB = [-3,4]
—
v=—-2-AB
F=—2.-34]
7= [65 _8]

7] = /6% + (—8)2 = v/36 + 64 = +/100 = 10

Odp. 7= [6,—8], || = 10.

matma235@02.pl

J
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> Zadanie 3 (3 pkt)

W klasie liczacej 30 uczniéw, dziewieciu obejrzato film pt. ,Nasz XXI wiek”. Wychowawca
klasy otrzymat 4 bilety i zamierza wylosowa¢ ucznidéw, ktérych zaprosi na projekcje tego filmu.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wsrdd czterech wylosowanych z tej klasy ucznidéw
nie ma ucznia, ktéry juz ten film ogladat.

Rozwiazanie:

Na tyle sposobéw mozna wylosowaé 4 uczniéw z 30:

30 30! 26!-27-28-29-30
(4) (30 — 4)! - 41 26! - 24 7405

2l

Film obejrzato 9 uczniéw, czyli 30 — 9 = 21 ucznidw filmu nie obejrzato.
Na tyle sposobéw mozna wybra¢ 4 z 21 uczniéw:

=l

21 21! 17!-18-19-20 - 21
(4)(21—4)!-4! 17! 24 = 9985

Prawdopodobienstwo wylosowania 4 oséb, ktére nie ogladaty filmu:

P(A)_z_ 5985 19
0 27405 87

Odp. Prawdopodobiefistwo wynosi P(A) =

OOl»—l
\! ©
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\ > Zadanie 4 (5 pkt)

W pewnej szkole $redniej po pierwszym pétroczu przeprowadzono test z matematyki.
Tabelka przedstawia wyniki testu:

Ocena 1 2 3 4 5 6
Liczba ucznidéw 10 30 80 30 25 5
spis tresci
symbole a) Sporzadz diagram stupkowy przedstawiajacy zestawieni wynikéw testéw.

2gt0é btad b) Oblicz $rednia arytmetyczna uzyskanych ocen.

c) Oblicz, ilu uczniéw uzyskato ocene wyzsza od $redniej arytmetycznej ocen.

13 kwiecien . .
Rozwigzanie:

a) Sporzadz diagram stupkowy przedstawiajacy zestawieni wynikéw testéw.

80 — —
70
2 60
MATEMATYKA =2 50 -

3 matura na § M

¢ o 7]
e
10

TP e i 1 2 3 4 5 6
ocena
dalej

matma235@02.pl
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b) Oblicz $rednia arytmetyczna uzyskanych ocen.

Ocena

1

2

3

4

5 6

Liczba ucznidéw

10

30

80

30

25 5

Odp. Srednia arytmetyczna uzyskanych ocen to 3,25.

o 1-104+2-30+3-80+4-30+5-25+6-5 585

10+30+80+30+25+5

=22 =325
180

c) Oblicz, ilu uczniéw uzyskato ocene wyzsza od $redniej arytmetycznej ocen.

Uczniowie z ocenami 4, 5, 6 uzyskali ocena wyzsza od sredniej. Ucznidw tych jest 30 4 25+

5 = 60.

Odp. Ucznidéw z ocenami wyzszymi od $redniej jest 60.
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A > Zadanie 5 (4 pkt)

Ania przeczytata ksigzke sience-fiction w ciagu 13 dni, przy czym kazdego dnia czytata o taka
sama liczbe stron wiecej, niz w dniu poprzednim. lle stron miata ta ksiazka, jezeli wiadomo,
ze w trzecim dniu Ania przeczytata 28 stron a w ostatnim 687

Rozwiazanie:

spis tresci Liczby stron przeczytanych przez Anie kazdego dnia, tworza ciag arytmetyczny.

SEeE W trzecim dniu Ania przeczytata 28 stron: az = 28

zgtos btad W trzynastym dniu Ania przeczytata 68 stron: a3 = 68

Korzystamy z a,, = a; + (n — 1)r

asz = 28 a1 =28 —2r
a1z = 68 10r =68 — 28 / : 10

{a1+(3—1)r:28 {a1:28—2-4

13 kwiecien

A Maremaryka a1+(1371)r:68 r=4
B matura na
100% a1 + 2r = 28 a1 = 20
el a1 + 12r = 68 r=4
@ a; = 28 — 2
28 — 2r 4+ 12r = 68
a; = 20, czyli w pierwszym dniu Ania przeczytata 20 stron. Liczba stron w ksigzce to

suma ciggu arytmetycznego.

20+68 -
matma235@02.pl S=—7—13=44-13 =572

/ Odp. Ksigzka ma 572 strony.
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> Zadanie 6 (3 pkt)

Jezeli B = %, To =3 i x3 = —1 sa miejscami
zerowymi wielomianu W (z) = az® + ba? + cx + d, gdzie a # 0 oraz W(4) = 2, to
wspotczynnik a mozna wyznaczy¢ postepujac w nastepujacy sposob:

Wielomian W zapisujemy w postaci iloczynowej: W (z) = a(x — 2)(z — 3)(z + 1) i
wykorzystujac warunek W (4) = 2 otrzymujemy réwnanie: 2 = a(4 — 2)(4 — 3)(4 + 1),
stad a = %

Postepujac analogicznie, wyznacz wspétczynnik a wielomianu W (x) = az3 +bx? +cx+d,
wiedzac, ze jego miejsca zerowe to &1 = —2, x93 = 1, x5 = 2 oraz W(—1) = 3.

Rozwiazanie:

Wielomian W (z) = ax® + bx? 4 cx + d zapisujemy w postaci iloczynowej, wiedzac, ze
jego miejsca zerowe to 1 = —2, wo = 1, x3 = 2 oraz W(—1) = 3.

W(z) = a(z - (-2) (- 1)(z - 2)
W(z) =a(z+2)(x —1)(z —2)

wykorzystujac warunek W (—1) = 3 otrzymujemy réwnanie:

3=a(-1+2)(-1-1)(-1-2)
3=a-1-(=2)-(-3)

3 = 6a /:6
£
a=1
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> Zadanie 7 (4 pkt)

Planujac czterotygodniowe wakacje, rodzina Kowalskich przeznaczyta pewna kwote na wy-
zywienie. W pierwszym tygodniu wydano 30% zaplanowanej kwoty, w drugim tygodniu o 60
ztoty mniej niz w pierwszym, w trzecim pofowe reszty pieniedzy. Na czwarty tydzien zostato
270 ztoty. Oblicz kwote, ktéra rodzina Kowalskich przeznaczyta na wyzywienie.

Rozwiazanie:

x — kwota przeznaczona na wyzywienie
30% zx = %x =0,3x — kwota wydana w pierwszym tygodniu
0,3z — 60 — kwota wydana w drugim tygodniu

z — (0,32 + (0,32 — 60))

kwota ktéra zostata Kowalskim po trzecim tygodniu
0,5[z — (0,3z + (0,3x — 60))] - kwota wydana w trzecim tygodniu

270

kwota wydana w czwartym tygodniu

2 =0,3z + 0,3z — 60+ 0,5 [z — (0,3 + (0, 3z — 60))] + 270
z=0,6z —60+0,5[z — (0,6x — 60)] + 270

£ = 0,6z — 60+ 0,5 [z — 0,6z + 60] + 270

z = 0,6 — 60 + 0,5 [0, 4 + 60] + 270

z = 0,6z — 60 + 0,2z + 30 + 270

x = 0,8z 4 240

r — 0,8x = 240
0,22z = 240 /:O,Z

x = 1200

Odp. Rodzina Kowalskich przeznaczyta 1200 zt na wyzywienie.
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) > Zadanie 8 (5 pkt)

Funkcja kwadratowa f(1) = az? 4 bx — 3, gdzie b > 0 posiada dwa rézne miejsca zerowe,
ktérych iloczyn jest réwny (—3). Wiedzac, ze funkcja ta przyjmuje najmniejsza warto$¢ réwna
(—4), wyznacz:

a) wspbtczynnik a i b,
b) miejsca zerowe funkgji f.

spis tresci
symbole Rozwiazanie:
zgtos btad
a) wyznacz wspétczynnik a i b

13 kwiecien

Korzystamy ze wzoréw Viéta:

(¢

T L1 = —
a
-3
B
a

a=1

flx)=2>+bx -3

Najmniejsza warto$¢ dana jest wzorem:

A
= 4a
_4__b2—4ac / (—4)
matma235@02.pl B 4.1

) 16 =02 —4-1-(=3) dalej
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16=0>—4-1-(-3)
16 = b2 4+ 12
b =4

Przy zatozeniu b > 0 mamy rozwiazanie:

b) miejsca zerowe funkcji f.

réwnanie kwadratowe

A=22_4.1-(-3)=4+12=16 VA=1/16=4

_ —2-4 -6 —2+4

2
2

=1

Odp. Funkcja f(2) = 2% + 22 — 3 ma miejsca zerowe 1 = —3, 79 = 1.


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=761
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

106%

repetytorlum

matma235@02.pl

)

> Zadanie 9 (5 pkt)

Zaplanowano zalesi¢ ugdr w ksztafcie tréjkata réwnoramiennego, ktérego dtugos¢ najdtuz-
szego boku, na planie w skali 1:1500, jest réwny 12 cm i jeden z katéw ma miare 120°. W
szkdtce lesnej zamdwiono sadzonki, w ilosci pozwalajacej obsadzié¢ obszar wielkosci 40 aréw.
Oblicz, czy zaméwiono ilos¢ sadzonek jest wystarczajaca do zalesienia ugoru.

Rozwiazanie:

6
> tg60° = —
h

12

D\/_—E /~h 6
6

T
|
5
Il
|

77
h=2V3 =~ 3,46

Skala 1:1500 oznacza, ze 1 cm na planie to 1500 cm=15 m w rzeczywistosci

12-15m = 180 m
3,46 -15m = 51,9 m

Ugdr ma rzeczywistosci wymiary 180 m na 51,9 m. Obliczmy jego pole:

P:%~180-51,9=4671 m?

1 ar = 100 m? zatem 40 ar = 40-100 m2 = 4000 m?.

Odp. Pole ugoru jest wieksze od 40 aréw, wiec zamdwiona ilos¢ sadzonek jest niewystarcza-
jaca.
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> Zadanie 10 (5 pkt)

Dane sa dwie bryty: stozek, w ktérym dtugosé promienia podstawy jest réwna 4 dm i wysoko$¢
ma dtugosé 1—: dm oraz ostrostup prawidtowy czworokatny, w ktérym krawedz podstawy ma
dtugosé 4\/§ dm. Wiedzac, ze objetosci tych bryt sa réwne, wyznacz kat nachylenia $ciany
bocznej ostrostupa do podstawy.

Rozwiazanie:

A\
C =D P

4v3
Objetos¢: V = 4 - 742 . 18 = 96 V=14v3)?% H=16H
96 = 16H
H=6
>t il
o= —
g 23
6 3
t a:—:—:\/g
TET B
> a = 60°

Odp. Ostrostup jest nachylony do $ciany bocznej pod katem 60°.
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Matura prébna z matematyki — wrzesien 2001

> Zadanie 1 (3 pkt)
a) Rozwiaz nieréwnoé¢ x? < 4.
b) Ze zbioru rozwiazan tej nieréwnosci wybierz i wypisz wszystkie liczby naturalne.

> Zadanie 2 (5 pkt) @ oceny negatywne

Obok na wykresie, pokazano wyniki egzaminu O oceny pozytywne

maturalnego z matematyki w pewnej szkole, w 120 110 109 106
ciggu ostatnich 4 lat. . 100 — ]
Korzystajac z tych danych: 3%
a) odczytaj i zapisz, w ktérym roku mature 5’80 7
z matematyki zdawato najwiecej ucznidw. g 60 —
lle ich byto? g
b) oblicz, ile procent uczniéw zdato mature ,‘.: 40 H
z matematyki w 2000 roku, = o)
c) oblicz, ile procent uczniéw nie zdato matury 5 7 8 6
z matematyki w ciggu catego omawianego 0o L O | M | -__I
okresu 4 lat. 1997 1998 1999 2000
lata

> Zadanie 3 (3 pkt)

Cena pewnego towaru wraz z 7% stawka podatku VAT byta réwna 64, 20 ztotych. Oblicz
cene tego towaru, gdyby stawka podatku VAT byta réwna 22% zamiast 7%.


http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=764
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

100%

E
s
G
a
=

matma235@02.pl

Matura prébna z matematyki — wrzesien 2001

> Zadanie 4 (3 pkt)
Aby obliczy¢ odsetki od kapitatu bankowcy stosuje nastepujacy wzér:

kapitat - oprocentowanie

odsetki = liczba dni lokaty - - -
liczba dni w roku

UWAGA: W zaleznosci od banku przyjmuje sie, ze liczba dni w roku réwna sie 360 albo 365.
Notuje sie wéwczas odsetkizgg albo odsetkisgs.

Dysponujesz kapitatem 10 000 ztotych, ktére chciatbys ulokowaé na 60 dni. W dwéch bankach
oprocentowanie jest takie samo i réwna sie 15%, za$ liczbe dni w roku jeden bank przyjmuje
jako 360, drugi jako 365.

Stosujac powyzszy wzér oblicz odsetki od podanego kapitatu w kazdym z tych bankéw. Ktéra
lokata jest korzystniejsza i o ile ztotych?

> Zadanie 5 (3 pkt)

W pewnym barze jeden paczek kosztuje p ztotych, zas jeden napdj n ztotych. Za 4 paczki i
5 napojéw zaptacimy w tym barze 11,55 ztotych.

a) Zapisz za pomoca réwnania koszt 4 paczéw i 5 napojéw w tym barze.

b) Oblicz, ile zaptacimy w tym barze za 1 napdj, jesli jeden paczek kosztuje 1,20 zfotych.
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Matura prébna z matematyki — wrzesien 2001

> Zadanie 6 (3 pkt)

W ponizszej tabelce pokazano kurs sprzedazy marki niemieckiej w dniu 30.01.2001 r. w
wybranych 50 kantorach w naszym kraju.

Kurs sprzedazy (w ztotych) 1,99 2,01 2,02 2,05
Liczba kantoréw 30 15 3 2

a) Uwzgledniajac podane liczby kantoréw, oblicz sredni kurs sprzedazy marki niemieckiej
w tym dniu.

b) Podaj liczbe kantoréw, w ktérych tego dnia kurs sprzedazy marki niemieckiej byt nizszy
od obliczonego Sredniego kursu sprzedazy.

> Zadanie 7 (3 pkt)

Pewna firma specjalizujaca sie w kopaniu studni, oferuje klientom nastepujacy sposéb obli-
czenia kosztu robét ziemnych:

wykopanie pierwszego metra gtebokosci studni kosztuje 300 ztotych, zas wykopanie kazdego
nastepnego metra gtebokosci kosztuje o 30 ztotych wiecej niz poprzedniego metra. Sprawdz,
czy 7500 ztotych wystarczy, aby zaptaci¢ tej firmie za wydrazenie studni o gtebokosci 15
metréw.

> Zadanie 8 (4 pkt)
Ciag liczbowy (ay,) jest okreslony wzorem a,, = n + n?. Wykaz, ze jest to ciag rosnacy.
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Matura prébna z matematyki — wrzesien 2001

> Zadanie 9 (3 pkt)
Wierzchotkami tréjkata ABC' sa punkty A(—3,—4), B(—2,1), C(3,0).

a) Sprawdz, ze |[AB| = |BC]|.
b) Uzasadnij, ze kat ABC' jest katem prostym.

> Zadanie 10 (3 pkt)

Na okregu dany jest zbiér 5 réznych punktéw. lle jest réznych wielokatéw, ktérych wierz-
chotki naleza do danego zbioru? (Wielokaty sa rézne, jezeli réznia sie przynajmniej jednym
wierzchotkiem.)

> Zadanie 11 (3 pkt)

kN

0 "
A(12,-3)

Na rysunku powyzej, prosta / przechodzi przez punkt A(12, —3). Wiedzac, ze stosunek pél

obu zakreskowanych tréjkatéw jest réwny 4:
a) oblicz sume pdl tych tréjkatdw,
b) wyznacz réwnanie prostej k.
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> Zadanie 1 (3 pkt)
a) Rozwiaz nieréwnoé¢ 2 < 4.
b) Ze zbioru rozwiazan tej nieréwnosci wybierz i wypisz wszystkie liczby naturalne.

Rozwiazanie

a) Rozwiaz nieréwnos¢ z2 < 4.

z? < 4z

2 —4x <0

z(x—4) <0
z=0 Ilub 2—-4=0
z=4

\/
0\/4

&V

Odp. z € (0,4)

b) Ze zbioru rozwiazan tej nieréwnosci wybierz i wypisz wszystkie liczby naturalne.

Odp. Liczby naturalne nalezace do zbioru = € (0,4) to 1, 2, 3.
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> Zadanie 2 (5 pkt)

. fL8 ; @ oceny negatywne
Obok na wykresie, pokazano wyniki egzaminu v neeaty

0O oceny pozytywne

maturalnego z matematyki w pewnej szkole, w 120 1 (
ciggu ostatnich 4 lat. — 10 102 106
. 100 — ]
Korzystajac z tych danych: ‘g
a) odczytaj i zapisz, w ktérym roku mature E 80 —
z matematyki zdawato najwiecej ucznidw. g
lle ich byto? & 60
b) oblicz, ile procent uczniéw zdato mature 5 10
z matematyki w 2000 roku, "é
c) oblicz, ile procent uczniéw nie zdato matury = 9 ] .
z matematyki w ciggu catego omawianego 5 7 & 6
okresu 4 lat. 0+ — T E —
1997 1998 1999 2000
Rozwiazanie: lata

a) odczytaj i zapisz, w ktérym roku mature z matematyki zdawato najwiecej ucznidw. lle ich
byto?

w 1997 r. 5+110=115
w 1998 r. 7+109=116
w 1999 r. 84102=110
w 2000 r. 64106=112

Odp. Najwiecej oséb zdawato mature w 1998 roku i byto ich wtedy 116.

dalej
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b) oblicz, ile procent uczniéw zdato mature z matematyki w 2000 roku.

6 0s6b nie zdato matury w 2000 r.
106 oséb zdato

procent os6b jakie zdato mature:

106 106
i - 100% = {75 - 100% = 0,9464 - 100% = 94, 64%

Odp. W 2000 r. 94,64% os6b zdato mature.

c) oblicz, ile procent ucznidéw nie zdato matury z matematyki w ciggu catego omawianego
okresu 4 lat.

5+74+8+4+6=26 tyle 0s6b nie zdato matury w ciagu tych 4 lat
110 4+ 109 + 102 + 106 = 427  tyle oséb zdato

procent os6b jaki nie zdato matury:

26 26
— - 100% = — - 100% = 0,0574 = 5, 74
26 4 427 & 453 & ’ U

Odp. W ciagu caty 4 lat 5,74% oséb nie zdato matury.
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) > Zadanie 3 (3 pkt)
Cena pewnego towaru wraz z 7% stawka podatku VAT byta réwna 64,20 ztotych. Oblicz
cene tego towaru, gdyby stawka podatku VAT byta réwna 22% zamiast 7%.

Rozwigzanie:

spis treéci Na poczatku obliczymy ile wynosi cena tego towaru bez VAT 'u.

symbole x — cena bez VAT 'u
zgto$ btad x4+ 7% x - cenaz VAT em

x+ 7%z = 64,20
240,07 = 64,20
1,07 = 64,20 /:1,07
z =60

13 kwiecien

22% VAT'u wynosi:
22% -60 =1,22-60 = 13,2

60 + 13,2 = 73,2

Odp. Cena z 22% VAT'em wynosi 73,20 zt.

matma235@02.pl



http://www.matma.boo.pl/s/a.php?strona=771
http://www.matma.boo.pl/matura.html
mailto:matma235@o2.pl

spis tresci
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

MATEMATYKA
matura na

166%

repetytorlum

matma235@02.pl

> Zadanie 4 (3 pkt)
Aby obliczy¢ odsetki od kapitatu bankowcy stosuje nastepujacy wzér:

kapitat - oprocentowanie

odsetki = liczba dni lokaty - - -

liczba dni w roku

UWAGA: W zaleznosci od banku przyjmuje sie, ze liczba dni w roku réwna sie 360 albo 365.
Notuje sie wéwczas odsetkizgg albo odsetkisgs.

Dysponujesz kapitatem 10 000 ztotych, ktére chciatbys ulokowaé na 60 dni. W dwéch bankach
oprocentowanie jest takie samo i réwna sie 15%, za$ liczbe dni w roku jeden bank przyjmuje
jako 360, drugi jako 365.

Stosujac powyzszy wzdr oblicz odsetki od podanego kapitatu w kazdym z tych bankéw. Ktéra
lokata jest korzystniejsza i o ile ztotych?

Rozwiazanie:

10000 - 15% 10000 -0, 15
dsetkisgp =60 —— =60 ——— =2
odsetKlIzgn 60 360 60 360 50
10000 - 15% 10000 - 0, 15
Kiage = e = L =24
odsetkizgs = 60 360 365 6,58

Odp. Korzystniejsza jest lokata w banku, ktéry przyjmuje, ze liczba dni w roku réwna sie
360. Zyskujemy wtedy 3,42 zt.
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) > Zadanie 5 (3 pkt)

W pewnym barze jeden paczek kosztuje p ztotych, zas jeden napdj n ztotych. Za 4 paczki i
5 napojéw zaptacimy w tym barze 11,55 ztotych.

a) Zapisz za pomoca réwnania koszt 4 paczéw i 5 napojéw w tym barze.

b) Oblicz, ile zaptacimy w tym barze za 1 napdj, jesli jeden paczek kosztuje 1,20 zfotych.

spis tresci Rozwiazanie:

symbole

2gtoé blad a) Zapisz za pomoca réwnania koszt 4 paczéw i 5 napojéw w tym barze.

13 kwiecien 4p +5n =11,55

b) Oblicz, ile zaptacimy w tym barze za 1 napdj, jesli jeden paczek kosztuje 1,20 ztotych.

4-1,2045n =11,55
4,8+ 5n =11,55
5n =11,55 —4,8
5n=16,75 /:5
n=1,35

Odp. W barze zaptacimy 1,35 zt za 1 napdj.

matma235@02.pl
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> Zadanie 6 (3 pkt)
W ponizszej tabelce pokazano kurs sprzedazy marki niemieckiej w dniu 30.01.2001 r. w
wybranych 50 kantorach w naszym kraju.

Kurs sprzedazy (w ztotych) 1,99 2,01 2,02 2,05
Liczba kantoréw 30 15 3 2

a) Uwzgledniajac podane liczby kantoréw, oblicz sredni kurs sprzedazy marki niemieckiej
w tym dniu.

b) Podaj liczbe kantoréw, w ktérych tego dnia kurs sprzedazy marki niemieckiej byt nizszy
od obliczonego $redniego kursu sprzedazy.

Rozwiazanie:

a) Uwzgledniajac podane liczby kantoréw, oblicz $redni kurs sprzedazy marki niemieckiej w
tym dniu.

30-1,99 +15-2,01 +3-2,02+ 22,05
a = =
30+15+3+2

_59,7+30,15+6,06+4,1 _ 100,01
- 50 O

Odp. Sredni kurs marki w tym dniu wynosit 2 zt.

b) Podaj liczbe kantoréw, w ktérych tego dnia kurs sprzedazy marki niemieckiej byt nizszy
od obliczonego $redniego kursu sprzedazy.

Odp. W 30 kantorach kurs byt nizszy od 2 zt.
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A > Zadanie 7 (3 pkt)

Pewna firma specjalizujaca sie w kopaniu studni, oferuje klientom nastepujacy sposéb obli-
czenia kosztu robét ziemnych:

wykopanie pierwszego metra gtebokosci studni kosztuje 300 ztotych, zas wykopanie kazdego
nastepnego metra gtebokosci kosztuje o 30 ztotych wiecej niz poprzedniego metra. Sprawdz,
czy 7500 ztotych wystarczy, aby zapfaci¢ tej firmie za wydrazenie studni o gtebokosci 15
metréw.

spis tresci

symbole . .
zgto$ btad Rozwiazanie:
tyle kosztuje wykopanie kolejnych metréw:
13 kwiecien

300, 330, 360, ...

jak widaé ceny tworza ciag arytmetyczny o ktérym

ay; = 300 - pierwszy wyraz

r =30 — rbznica ciagu

MATEMATYKA wyraz ogdlny:

matura na anp =a;+ (n—1)r

'IOO%/ an =300+ (n—1)-30

repetytorlum

. ©/ koszt wydrazenia 15 metrowej studni to suma 15 poczatkowych wyrazéw tego ciggu
a1 + a5
= % .15

a15 =300 + (15 —1) - 30 = 300 + 420 = 720

300 + 720
S15 = ;15:510&5:7650
matma235@02.pl 2

/ Odp. Kwota 7500 zt nie wystarczy na wydrazenie studni.
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> Zadanie 8 (4 pkt)
Ciag liczbowy (a,,) jest okreslony wzorem a,, = n + n?. Wykaz, ze jest to ciag rosnacy.

Rozwigzanie:
Ciag jest rosnacy, jezeli dla kazdego 1 naturalnego
An41 — Qn >0
Op = T aF n?
Gnsr=n+1+nm+1)2 2 n+1+n2+2n+1=n?+3n+2

an+1—a":n2+3n+2—(n+n2)=
=n?4+3n+2-—n-—n?=

= 2n 4+ 2 > 0 dla kazdego n naturalnego

Odp. Wykazalismy, ze a,,+1 — a,, > 0 dla kazdego n naturalnego, zatem ciag jest rosnacy.
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> Zadanie 9 (3 pkt)

a) Sprawdz, ze |AB| =

Rozwiazanie:

a) Sprawdz, ze |AB| =

|AB| =

|BC]|

Wierzchotkami tréjkata ABC' s3 punkty A(—3,—4), B(—2,1), C(3,0).

|BC.
b) Uzasadnij, ze kat ABC jest katem prostym.

|BC.
Obliczamy odlegtosci miedzy punktami A = (—3,—4) i B = (—2,1)

V2= (32 + (1 — (D)2 =12 +52=1+25=126
Obliczamy odlegtoéci miedzy punktami B = (—2,1) i C' = (3,0)
=v/B-(-2))2+(0-12=+/52+(-1)2=+25+ 1 = V26
|AB| = |BC|
dalej
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) b) Uzasadnij, ze kat ABC' jest katem prostym.
Tréjkat ABC' jest prostokaty, jezeli boki spetniaja twierdzenie Pitagorasa:

|AB|? + |BC|? = |AC|?

spis tresci ] o 4 e
symbole Obliczamy odlegtoéci miedzy punktami A = (—3,—4) i C' = (3,0)

A B |AC| = /B3—(=3))2+ (0 — (—4))2 = V6% + 42 = v/36 + 16 = V52

13 kwiecien
2 2 2
(x/%) + (x/%) = (\/5_2)
26 + 26 = 52
&% = 62

Odp. Boki tréjkata spefniaja twierdzenie Pitagorasa, zatem kat ABC' jest katem prostym.

matma235@02.pl

J
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> Zadanie 10 (3 pkt)

Na okregu dany jest zbiér 5 réznych punktéw. lle jest réznych wielokatéw, ktérych wierz-
chotki naleza do danego zbioru? (Wielokaty sa rézne, jezeli réznia sie przynajmniej jednym
wierzchotkiem.)

Rozwigzanie:

tyle tréjkatéw mozemy wybraé z 5 punktéw:

5 5! 31.4-5 20
! <3> (5—3)!-31 2131 2

tyle czworokatéw mozemy wybra¢ z 5 punktéw:

5 5! 4.5 5
Nz‘(4)‘(5—4)!-4!_1!-4!_1_5

z 5 punktéw mozemy wybraé 1 pieciokat.

10+5+1=16

Odp. Z 5 punktéw mozemy utozy¢ 16 réznych wielokatéw.
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h > Zadanie 11 (3 pkt)
Na rysunku powyzej, prosta k przechodzi przez punkt A(12, —3). Wiedzac, ze stosunek pél

obu zakreskowanych tréjkatéw jest réwny 4: Y
a) oblicz sume pdl tych tréjkatdw, N
b) wyznacz réwnanie prostej k. '
spis tresci Rozwiazanie: h'
symbole oy @
. a) oblicz sume pdl tych tréjkatdéw 2 . >
zgtos btad 0 o <7, S
(12,-3)
13 kwiecien

Trojkaty sa podobne, poniewaz maja takie same katy. Stosunek pdl tréjkatéw podobnych jest
réwny kwadratowi skali podobienstwa.

pP=4

MATEMATYKA p=2
matura na

1000/0/ h=3 K= 2-h ad = 2-a a+a

E
s
G
a
=

12

:@/‘ h/:6 a+2a: 12
3a=12 /:3
TN a=2-4=8 a= 4
pola tréjkatéw: P = %-a~ P %-a'-h’
P=1.4.3=6 P,=1.8.6=24

e 25 ) suma pdl tréjkatéw: P=P +P,=6+24=30 dalej
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b) wyznacz réwnanie prostej k.

y=ax+b

a’ = 8 zatem funkcja ma miejsce zerowe xg = 8.

0=a-8+0b
Prosta zawiera punkt A = (12, —3)
—-3=a-12+0
0=a-8+b
3=a-12+0
h= =
3=12a — 8a
b:
da=-3 /:4
{b: 8. (=3) =6
3
a=-7
Odp. Prosta ma réwnanie y = —%:c + 6.
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Matura z matematyki — maj 2003

> Zadanie 12 (5 pkt)

Sprawdz, czy funkcja f okreélona wzorem

D@2 G, s L1ig£2
f(.’l?) _ r2—32+2
1 da =1
3 da =2

jest ciagta w punktach x = 1 i x = 2. Sformutuj odpowiedz.

> Zadanie 13 (3 pkt)
Niech € bedzie zbiorem wszystkich zdarzeh elementarnych i A C 2, B C 2. Oblicz
P(AN B) wiedzac, z¢ P(AU B) = 3, P(A) = 3, P(B’) = 2. Sprawdz, czy zdarzenia

A i B s3 zdarzeniami niezaleznymi?

> Zadanie 14 (4 pkt)

Odcinek CD jest obrazem odcinka AB w jednokfadnosci o skali k& < 0. Wiedzac, ze
A(=2,0), B(0,-2), C(3,4), D(7,0) wyznacz:

a) réwnanie prostej przechodzacej przez punkt A i jego obraz w tej jednoktadnosci,

b) réwnanie prostej przechodzacej przez punkt B i jego obraz w tej jednoktadnosci,

c) wspdtrzedne $rodka tej jednokfadnosci.
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Matura z matematyki — maj 2003

> Zadanie 15 (5 pkt)

Dane s3 funkcje f, g i h okreélone wzorami: f(z) = 2%, g(x) = —z, h(z) = x — 2,
rz e R.

a) Naszkicuj wykres funkeji f.

b) Woyznacz wzér i naszkicuj wykres funkgji f o g.

c) Wyznacz wzér i naszkicuj wykres funkcji h o f o g.

> Zadanie 16 (5 pkt)

Zawierajac w kolekturze Toto-Lotka jeden zaktad w grze ,Expres-Lotek” zakreslamy 5 spo-
$réd 42 liczb. Oblicz prawdopodobienstwo trafienia co najmniej 4 sposréd 5 wylosowanych
liczb. Wynik podaj w zaokragleniu do 0,00001.

> Zadanie 17 (5 pkt)
Rozwiaz réwnanie 2 cos? x + 5sinz — 4 = 0.
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Matura z matematyki — maj 2003

> Zadanie 18 (5 pkt)

W tabeli podane s3 wartosci funkcji f : (—3,4) — R dla trzech argumentéw.

0 —2 0 3
5 5
f(@) 3% 3 -1
Rysunek przedstawia wykres pochodnej funkcji f. “51‘/
a) Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu 4
funkcji f w punkcie o odcietej x = 0. 3
b) Wyznacz ekstremum funkcji f. Podaj 2
argument, dla ktérego funkcja f osiaga i
ekstremum. i i Z|
c) Podaj najmniejsza wartoé¢ funkgji f. _o
—3
—4
-5
—6
—7
—8
-9
—10
— il
—12
—13
—14
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Matura z matematyki — maj 2003

> Zadanie 19 (4 pkt)
Funkcja f jest funkcja wykfadnicza. Okredl liczbe rozwiazan réwania f(x — 1) = m w
zaleznosci od wartosci parametru m. Odpowiedz uzasadnij.

> Zadanie 20 (6 pkt)

Udowodnij stosujac zasade indukcji matematycznej, ze dla kazdego catkowitego, dodatniego
n zachodzi réwnos¢:

3 1
2+5+8+...+(3n—1):§n2+§n

> Zadanie 21 (8 pkt)
W tréjkacie ABC dane s3: |[AC| = 8, |[BC| = 3, |/ ACB| = 60°. Oblicz objetosc i pole
powierzchni catkowitej bryty powstatej po obrocie tréjkata ABC' dookota boku BC.

> Zadanie 22 (10 pkt)
Rozwiaz réwnanie logs(logg ) = logg(logs ).
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Zadanie 12 (5 pkt)
Sprawdz, czy funkcja f okre$lona wzorem

z(z—1)(xz—2)

P dla
f(z) = 1 dla
3 dla

c#£liz#2
=l
Ey)

jest ciagta w punktach = 1 i x = 2. Sformutuj odpowiedz.

Rozwiazanie:

Funkcja jest ciagta w x¢ jezeli ma skonczona granice w x oraz

lim f(z) = f(z0)

T—T0

22 -3x+2=(z—-1)(z-2)
Dlazxz#1ix#2:

z(z—1)(x=2)  p(z—1)(z—2)
12—333-'1-2 o (:v_l)(w_Q)

lim f(z) = lim =1 = f(1)

=T

limf(x)zii_)r%x:27éf(2):3

r—2

Odp. Dla z = 1 funkcja jest ciagta, a dla = 2 nie jest ciagta.
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postac ilocznowa

A=(-32-4.1.2=9-8=1

~(=3)-1_3-1

T =

2.1

2

:1 .TQZ

22 —3z+2

VA=Vi=1

—(=3)+1 3+1

2-1

2 -3z+2=(zx—-1)(z—2)

2

2
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Zadanie 13 (3 pkt)

Niech € bedzie zbiorem wszystkich zdarzef elementarnych i A C Q, B C €. Oblicz
P(AN B) wiedzac, z¢ P(AU B) = 3, P(A) = 3, P(B’) = 2. Sprawdz, czy zdarzenia

A'i B s3 zdarzeniami niezaleznymi?
Rozwigzanie:

Korzystamy z nastepujacych wtasno$ci prawdopodobienstwa:

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B) P(B')=1- P(B)
P(B)=1-P(B
3=1-PB
P(B)=1-2
P(B) = ;
P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)
i=1+i-PAnD)
P(ANB)=4+%-3
P(ANB) =4

Zdarzenia A, B C ) sa niezalezne jezeli:
P(AnB)=P(A)-P(B)

P(A)-P(B)=14-1=1=P(ANB)

Odp. Zdarzenia A i B sa niezalezne.
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Zadanie 14 (4 pkt)

Odcinek C'D jest obrazem odcinka AB w jednokfadnosci o skali k& < 0. Wiedzac,

A(=2,0), B(0,-2), C(3,4), D(7,0) wyznacz:

a) réwnanie prostej przechodzacej przez punkt A i jego obraz w tej jednoktadnosci,
b) réwnanie prostej przechodzacej przez punkt B i jego obraz w tej jednoktadnosci,

c) wspdtrzedne $rodka tej jednoktadnosci.
Rozwiazanie:

a) réwnanie prostej przechodzacej
przez punkt A i jego obraz
w tej jednokfadnosci czyli
punkt D

4

ze

y=0

b) réwnanie prostej przechodzacej
przez punkt B i jego obraz
w tej jednoktadnosci czyli
punkt C'

W = 248 — %

c) wspétrzedne srodka tej jednoktadnosci.

Srodek jednokfadnosci S to punkt przeciecia sie prostych y = 0 i y = 22 — 2.

y=0
W=2%m=2

dalej

|8y
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0=2x—2
—2r =-2 /:(—2)
=1

Odp. Srodek jednoktadnosci S ma wspétrzedne (1,0).
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réwnanie prostej przechodzacej przez punkty (x1,91) i (22, y2)

(y—y1)(ze —21) — (y2 —y1)(@ — 1) =0

Dla punktéw B(0,—2) i C(3,4)

(y=(=2)B-0)-(4-(-2)(x-0)=0

(y+2)-3—6z=0
3y+6— 6z =0

3y=6z—6 /:3
y=2x—2
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) > Zadanie 15 (5 pkt)

Dane s3 funkcje f, g i h okreélone wzorami: f(z) = 2%, g(x) = —z, h(z) = x — 2,
rz e R.

a) Naszkicuj wykres funkeji f.

b) Woyznacz wzér i naszkicuj wykres funkcji f o g.

c) Wyznacz wzér i naszkicuj wykres funkcji h o f o g.

spis tresci
symbole Rozwiazanie:

zgtos btad
a) Naszkicuj wykres funkgji f.

fla) =2

wykres

13 kwiecien

b) Wyznacz wzér i naszkicuj wykres funkcji f o g.

fog=1Fg(x)) = f(-z) =277

wykres

c) Wyznacz wzér i naszkicuj wykres funkcji h o f o g.

ho fog=nh(f(9(x)) =h(f(-x)) =h(27") =27 -2

matma235@02.pl

J
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Wykres y = 277 powstaje przez odbicie y = 2% wzgledem osi OY .
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Wykres y = 27% — 2 powstaje przez przesuniecie y = 2~ o 2 w d6t.
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> Zadanie 16 (5 pkt)

Zawierajac w kolekturze Toto-Lotka jeden zaktad w grze ,Expres-Lotek” zakreslamy 5 spo-
$réd 42 liczb. Oblicz prawdopodobienstwo trafienia co najmniej 4 sposréd 5 wylosowanych
liczb. Wynik podaj w zaokragleniu do 0,00001.

Rozwiazanie:

na tyle sposobéw mozemy wylosowaé 5 liczb z 42:

= 850668

g (42) _ 42! ~371-38-39-40-41-42 102080160
~\5/) (42-5)'-51 37.1.2-3-4.5 120

na tyle sposobéw mozemy wybraé 5 liczb, tak aby 4 pochodzity z 5 wygrywajacych liczb, a
jedna pochodzita z tych 42-5=37 liczb, ktére nie trafity do zestawy 5 liczb wygrywajacych:

= (5\ /(37 5! 37! 41.5 36!-37
T _ . - : =5.37 =185
(4)(1) (5—4)-4 37—1)!-11 1-41 36!-1

jezeli liczymy prawdobodobienstwo trafienia co najmniej 4 spoéréd 5 wylosowanych liczb,

to musimy wzigé¢ pod uwage zderzenie trafienia 5 sposréd 5 wylosowanych liczb, a takie
zdarzenie moze zaj$¢ tylko na 1 sposéb:

B=1

szukane prawdopodobienstwo:

_A+B _185+1

P(A) = = ~ 0,00022
(4) 0 850668

Odp. Prawdopodobienstwo trafienia 4 liczb w grze ,Expres-Lotek” wynosi P(A) = 0, 00022
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Zadanie 17 (5 pkt)
Rozwiaz réwnanie 2 cos®  + 5sin® x — 4 = 0.

Rozwiazanie:

2cos’z + 5sinz —4=0
2(1 —sin?2) + 5sinz —4=0 ©
2 —2sin®z + 5sinz —4 =0
—2sin®z + 5sinz — 2 =2
niech t = sinx
—2t>+5t—-2=0
réwnanie kwadratowe
A=52—-4.(-2)-(-2)=25-16=9
VA=19=3

t1 = _5_32_—822 1= _5+3:_—2:l
2.(=2) -4 2.(=2) -4 2
sinx = 2 sinx = 1
2
nie ma rozwiazania 1= §+2km Ty = m— 5 +2kr >
Lo = %W—I-Qkﬂ'

Odp. x1 = § +2km z2=F +2kndlakeC
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Zadanie 18 (5 pkt)

W tabeli podane s3 wartoéci funkcji f : (—3,4) — R dla trzech argumentéw.

a5 —2

ool [ ©

f(@) 3%

Rozwiazanie:

Rysunek przedstawia wykres pochodnej funkcji f.

a) Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu
funkcji f w punkcie o odcietej x = 0.

Y= g

b) Wyznacz ekstremum funkgji f. Podaj
argument, dla ktérego funkcja f osiaga
ekstremum.

Funkcja dla = 3 ma minimum f(3) = —1
c) Podaj najmniejsza warto$é funkcji f.

Najmniejsza wartos$¢ funkcji Ymin = —1

N W e Ot

J5141312

Sy
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a) Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie o odcietej x = 0.

f(z) 33

x|l [ ©

styczna do wykresu
y — f(zo) = f'(z0)(z — z0)

Z wykresu pochodnej odczytujemy, ze
dla g = 0 pochodna f/(0) =0, a z

tabelki f(0) = 2.

y— (z—0)

@ ool ot

0
5
8

J54-32]

—11
—12
—13
—14

Sy
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b) Wyznacz ekstremum funkcji f. Podaj argument, dla ktérego funkcja f osiaga ekstremum.

Y

~»

—

5

N—

w

oolut

ol | ©

—
N W e Ot

spis tresci

symbole —5—4-3-—2— 2 45

Sy

zgtos btad -2

13 kwiecien

—13

=R
8
S—
|
v
wio | © | ©
|
v
=
_|_
v

Z tabelki wynika, ze funkcja ma dla = 3 minimum réwne f(3) = —1.
matma235@02.pl
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\ c) Podaj najmniejsza wartoé¢ funkgji f.

x (_370) 0 (073) 3 (374)
@ | —» o] —» [ o | +»
f(@) \ 3 N 1 /

spis tresci

Sbele Z tabelki wynika, ze w przedziale (—3, 3) funkcja maleje, a w (3, 4) rosnie. Zatem minimalna

zgto$ btad warto$¢ funkcja ma dla z = 3 i wynosi ona ¥in = — 1.
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) > Zadanie 19 (4 pkt)
Funkcja f jest funkcja wykfadnicza. Okredl liczbe rozwiazan réwania f(x — 1) = m w
zaleznosci od wartosci parametru m. Odpowiedz uzasadnij.

Rozwigzanie:

spis tresci funkcja wyktadnicza
symbole

zgtos btad

13 kwiecien

Funkcja wykfadnicza y = a” jest réznowartosciowa i przyjmuje wartoéci w przedziale (0, 00),
dlatego dla @ > 0 i m € (0,00) réwnanie ma jedno rozwiazanie, a dla m € (—o0,0)
réwnanie nie ma rozwigzan.

matma235@02.pl
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) Zadanie 20 (6 pkt)
Udowodnij stosujac zasade indukcji matematycznej, ze dla kazdego catkowitego, dodatniego
n zachodzi réwnos¢:

2+5+8+...+(3n—1):%n2+%n

spis tresci Rozwiazanie:

symbole 1LDan=1

zgtos btad 24+45+8+...+(3-1-1)=3-1241-1
9=341

13 kwiecien 2 T2
A=Y

réwnanie jest prawdziwe.

2. Zatézmy, ze réwnanie jest prawdziwe dla liczby k
24+5+8+...+(3Bk—1) =2k + 1k
3. Korzystajac z zatozenia udowodnimy, ze jest ono prawdziwe dla & + 1

2+54+8+...+Bk—1)+Bk+1)—1)=3(k+1)*+ 2(k+1)

24+54+8+...+Bk—-1)+@B(k+1)-1)=
korzystamy z zafozenia

=32k 4+ 1k+(3(k+1)—1) =

=3k +3k+3k+2=

— 312 341 1_
matma235@02.pl - 2k + 3k + 2T 2k+ 2 —

dalej

J
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=32 +3k+3+3k+31=
=3(R2+2k+1)+Lk+1) = »
=3k+1)?2+3(k+1)
Ostatecznie otrzymujemy:
2+54+8+...+(Bk—1)+@Bk+1)—1)=3(k+1)2+ 3(k+1)
Udowodnilismy, ze jezeli réwnanie

2454+8+...+@n—1)=3n2+ipn

jest prawdziwe dla liczby k, to jest ono prawdziwe dla k + 1. Oznacza to, ze jezeli jest
prawdziwe dla 2, to jest ono prawdziwe dla wszystkich liczb naturalnych.
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Zadanie 21 (8 pkt)
W tréjkacie ABC' dane sa: [AC| = 8, [BC| = 3, |LACB| = 60°. Oblicz objgtos¢ i pole
powierzchni catkowitej bryty powstatej po obrocie tréjkata ABC' dookota boku BC.

Rozwiazanie:

C po obrocie
B
A Iy

Po obrocie tréjkata powstat duzy stozek (promien — 7, wysokos¢ — hy + hg), z ktérego
wycieto mniejszy stozek (promien — 7, wysoko$¢ — hy).

wysokos¢:  hy =1
promieni: r=43
bok AB: lo =17

Objetos¢ catej bryty tu réznica objetosci dwdch stozkéw

V=Vi-V
V—%~7rr2-(h1+h2)—%-7rr2-h1
V—%'T(T‘Q-(h1+h2—h1)
V=%~7Tr2-h2

:%.W(4\/§)2.3
V=mn-16-3=48r

dalej
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\ Pole catej bryty to suma pél bocznych dwéch stozkéw

Py = Pp1 + P2

Py, = nrly + wris
Po=m-4V3-84+m-4V3-7
P, = 32v/3m + 2837

P, = 60V/3m
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L =8
=
hy +3
> s1n60°—g > cos60° = 18+
V3 1 hi+3
> — = — /8 — =
2 8 2 8
8v3 _ | A4=hy+3
2
r=4V3 hy =1
twierdzenie Pitagorasa
7‘2+h2:l2
(4V3)? +1% =
48+1:l§
lb=V49="17
lo =17
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) Zadanie 22 (10 pkt)
Rozwiaz réwnanie logs(logg ) = logg (log; ).
Rozwiazanie:

logarytm

logarytmowa¢ mozemy tylko liczby dodatnie

spis tresci
symbole x>0 logg x > 0 logs x>0
zgtos btad
D = (1,00)

13 kwiecien
sprowadzamy logarytmy do jednakowej podsawy, a nastepnie korzystajac z

réznowartosciowosci funkgji logarytmicznej, opuszczamy je.

log;(logg ) = logg(logs )

log; (logs )
logs(logg z) = ———=—
BUTe9 log 9
log,(log, x
]og3(10g9 (L’) = M / oD

2
2logs(logg ) = logs(logs )

logs (logy x)Q = log;(logs )

loga = = logy

logs 2\ °
3
937 ) log.
<log3 9 > 8T P

/ dalej

matma235@02.pl
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logs 9
logs =\ >
( Es ) =logsz ©
2
log?
43 =logzz /-4

logg z =4loggx
logs = — 4logg z =0
logs - (loggz —4) =0

logsz = 0 logzz —4= 0

> =1 logsz = 4
logsx = log;3* ¥

= 81

Odp. Jedynym rozwigzaniem nalezacym do dziedziny rozwiazania D = (1, 00) jest x = 81.
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z> 0

loggx > 0
loggxz > logg 1
x> 1

D = (1,00)

logsz > 0
logsz > logz1 ©
x> 1

Dziedzing réwnania jest cze$¢ wspdlna rozwigzan nieréwnosci
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Matura z matematyki — styczen 2003

> .-

> Zadanie 11 (4 pkt)

Wyznacz najmniejsza i najwieksza wartoéé¢ funkcji f : R — R, okreélonej wzorem

f@)=(x—1)(5—x), w przedziale (0, 7).

> Zadanie 12 (4 pkt)

Dane jest réwnanie postaci a?

-x —1 = x4+ a, w ktérym niewiadoma jest x. Zbadaj liczbe
rozwigzan tego réwnania, w zaleznosci od parametru a.

> Zadanie 13 (4 pkt)
Wyznacz te wartoéci parametru a oraz b, przy ktérych funkcja g : R — R, okreslona

wzorem 9
T g g2
glz) =4 T2
b da =2

jest ciagta w punkci x = 2.

> Zadanie 14 (5 pkt)

Suma n poczatkowych, kolejnych wyrazéw ciagu (@), jest obliczana wedtug wzoru
S, =n? + 3n, (ne N+). Wyznacz a,,. Wykaz, ze ciag (a,) jest ciagiem arytmetycz-
nym
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Matura z matematyki — styczen 2003
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> Zadanie 15 (5 pkt)

Dziesiaty wyraz pewnego ciagu geometrycznego réwna sie 10. Oblicz iloczyn dziewietnastu
poczatkowych, kolejnych wyrazéw tego ciagu.

> Zadanie 16 (4 pkt)

Rzucamy pieé razy symetryczng kostka szescienna. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia,
polegajacego na tym, ze , jedynka” wypadnie co najmniej cztery razy.

> Zadanie 17 (5 pkt)

W ukfadzie wspétrzednych sa dane punkty: A(—9, —2) oraz B(4, 2). Wyznacz wspétrzedne
punktu C', lezacego na osi OY, tak ze kat AC'B jest katem prostym.

> Zadanie 18 (4 pkt)

Wybierz dwie dowolne przekatne szescianu i oblicz cosinus kata miedzy nimi. Sporzadz od-
powiedni rysunek i zaznacz na nim kat, ktérego cosinus obliczasz.

> Zadanie 19 (5 pkt)

Trapez réwnoramienny, o obwodzie réwnym 20 cm, jest opisany na okregu. Wiedzac, ze
przekatna trapezu ma dtugosé V/41 cm, oblicz pole tego trapezu.

> Zadanie 20 (10 pkt)

Funkcja h jest okreélona wzorem h(x) = logy (22 — 4) — log, (z — 5). Wyznacz wszystkie
wartosci parametru k, dla ktérych réwnanie h(x) — logy k = 0 ma dwa rézne pierwiastki.
> Zadanie 21 (10 pkt)

Na kuli o promieniu R = 4 cm opisujemy stozki o promieniu 7 i wysokosci H. Sposréd
wszystkich takich stozkéw wyznacz ten, ktéry ma najmniejsza objetosé. Oblicz te objetos¢.
Oblicz promien i wysoko$¢ znalezionego stozka.
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